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ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 48, 


1. Über die Würmeleitung des Neon; 
von Erich Bannawitz, 


(Nach der Dissertation Halle 1914.) 


1. Einleitung. 


Zwischen dem Koeffizienten der Wärmeleitung k, dem 
der inneren Reibung 7 und der spezifischen Wärme.c, eines 
Gases besteht nach der kinetischen Gastheorie die Beziehung 

k = fne,. 
Für den Faktor f ergaben sich je nach den gemachten Neben- 
# annahmen verschiedene — konstante oder von der Beschaffen- 
heit des Gases abhängige — Werte, und es sind zahlreiche 
Beobachtungen zur Klärung dieser Verhältnisse angestellt.!) 

Diese Versuche widerlegen alle diejenigen Theorien, welche 
dem Faktor f einen konstanten Wert beilegen?); aber auch 
Boltzmanns Ergebnis (f = 15/4 (c,/c, — 1)*) wurde den Be- 
Obachtungen nicht gerecht.?) 

Nur für die einatomigen Gase, wo man ja die einfachsten 
Verhältnisse erwarten durfte, sind Theorie und Beobachtung 
im Einklang. Chapman?) fand theoretisch für diese allgemein 
ünabhängig von Nebenannahmen k = 5/2, und Schwarze®) 


1) Ältere Versuche vgl. bei ©. E. Meyer, Die kinetische Theorie 
der Gase (2. Aufl. 1899. p. 283ff. u. math. Zusätze p. 122ff.). Von 
Meueren kommen insbesondere die seit 1902 in Halle ausgeführten Be- 
Obachtungen in Betracht (W. Schwarze, Diss. 1902 u. Ann. d. Phys. 
(4) 11. p. 303ff. 1903; Ziegler, Diss. 1904; P. Günther, Diss. 1906; 
J. Wachsmuth, Diss. 1907; W. Krey, Diss. 1912). 
ie 2) Cl. Maxwell, Scientific papers, Vol. II, p. 74; f = 5/3, nach Be- 

feitigung eines Rechenfehlers 5/,. R. Clausius, Pogg. Ann. 115. p. 1. 1862; 
}='/, O. E. Meyer (nach Conrau-Neugebauer), l.c. p. 128; 
} = 1,6027. 

3) L. Boltzmann, Pogg. Ann. 157. p. 457. 1876. 

4) Vgl. S.Chapman, Phil. Tr. A. 211. p.433—483. 1911, insbesondere 
D. 465. 

5) S. Chapman, l.c., insbesondere p. 462. 

6) W. Schwarze, I. c. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 48, 
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leitete aus seinen Versuchen für Argon f = 2,501, für Helium 
f = 2,507 ab. 

Auf Anregung von Hrn. Prof. Dr. Dorn und mit seiner 
freundlichen Unterstützung unternahm ich eine Prüfung für 
das ebenfalls einatomige Neon. Da n von Rankine!) wenig- 
stens für eine Temperatur ermittelt war, ferner c, nach thermo- 
dynamischen Sätzen aus c,/c, = 5/3?) berechnet werden kann, 
so handelte es sich nur noch um die Bestimmung des Wärme- 
leitungskoeffizienten k. 


2,. Methode und Apparate. 


Die Wärmeleitung des Neon wurde nach dem Verfahren 
von Schleiermacher®) ermittelt. In der Achse eines 
zylindrischen Glasrohrs (GG’, welches das Gas enthält und in 
ein Wasserbad taucht, vgl. Fig. 1) wird ein Draht durch eine 
Feder geradlinig gespannt gehalten und zur Erwärmung auf 
konstante Temperatur von einem in Ampere gemessenen 
stationären Strom durchflossen. An den Hauptdraht sind 
nahe den Enden dünne Drähte dd’ angelötet und durch 
Schmelastellen in seitlichen Ansätzen des Glasrohres heraus- 
geführt; sie ermöglichen die Ermittlung des Widerstandes 
zwischen den Lötstellen durch Vergleichung mit einem be- 
kannten Widerstand nach dem Verfahren von Kirchhoff.‘ 

Man kann nun die Stromarbeit in dem abgegrenzten 
Teile des Drahtes aus Widerstand und Stromstärke berechnen; 
da der Zustand stationär ist, ist die damit äquivalente Wärme- 
menge gleich der durch Leitung (und Strahlung) vom Draht 
zum Glasrohr übertragenen. Zur Elimination der Strahlung 
dienen entsprechende Versuche in einem möglichst hohen 
Vakuum. 

Aus dem Widerstand des Hauptdrahtes läßt sich durch 
Vergleichung mit vorgängigen, bei verschiedenen Temperaturen 
mit hinreichend schwachem Meßstrom angestellten Widerstands- 
messungen die Temperatur des Hauptdrahtes entnehmen; die 
Temperatur des Glasrohres ergeben Thermometer im Wasserbade. 


1) Proc, Royal Soc. (London) A. 88. p. 516. 1910. 
2) Vgl. später p. 15. 
3) A.Schleiermacher, Wied. Ann. 84. p. 623. 1888; 86. p. 346. 1889. 
4) G.Kirchhoff, vgl. z.B. F.Kohlrausch, Lehrb. d. prakt. Phys., 
12. Aufl. p. 459. 1914. 
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Zunächst benutzte ich für meine Versuche. die beiden 
Apparate, deren sich W. Arnold!) bedient hatte, doch traten 
hierbei Unstimmigkeiten auf, die mich auf die Vermutung 
eines Einflusses des Neons auf die aus Platin bestehenden 
Drähte brachten. ?) 

Ich ersetzte daher die Platindrähte durch solche aus 
Nickel; zur Durchführung durch die Einschmelzstellen wurden 
Stücke von ,,Ersatz-Platin“ (eine Nickel-Eisenlegierung) ver- 
wendet (bb’ee’ in Fig. 1). Zur Vermittelung der weiteren Strom- 
leitung mußten aber Platinstücke (ce, c’, f, f’) angelötet werden, 


da das Ersatz-Platin mit dem Quecksilber in den aufwärts 
gebogenen Glasröhren (g, 9 Fig. 1), in das dann Kupferdrähte 
tauchten, keinen sicheren Kontakt gab. 

Bemerkt sei noch, daß der spannenden Stahlfeder eine 
Kupferdrahtspirale parallel geschaltet war, um ein Erschlaffen 
der ersteren durch Erwärmung zu vermeiden. 


3. Konstanten der Apparate. 

Zur Bestimmung des Réhrendurchmessers wurde vor Be- 
ginn der Glasbläserarbeit Quecksilber durch einen an einem 
Ende angebrachten Hahn folgeweise in kleinen Mengen ab- 
gelassen, gewogen und zugleich die Senkung des Quecksilber- 
spiegels kathetometrisch gemessen. 


1) W. Arnold, Diss. Halle 1913. 

2) Ein derartiger Einfluß hat sich durch besondere, vielfach ab- 
geänderte Versuche im physikalischen Institut nicht nachweisen lassen. 
Vielmehr hat Hr. K. Ebeling später mit Platindrähten nahe die gleichen 
Ergebnisse erhalten wie Hr. Bannawitz. Der anfängliche Mißerfolg war 
vermutlich durch einen unsicheren ag verursacht. (Zusatz von 
E. Dorn.) 
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E. Bannawitz. 


Die Dieke des Drahtes ermittelte ich mit demselben 
Okularschraubenmikrometer, dessen sich G. Wolf!) bedient 
hatte. Eine Kontrolle mittels eines Schraubendiekenmessers 
ergab Übereinstimmung auf drei Dezimalen. 

Nach Fertigstellung des Apparates konnten noch der 
äußere Röhrendurchmesser, die Länge des Nickeldrahtes (die 
ganze und zwischen den Elektroden) und die der Elektroden 
kathetometrisch bestimmt werden. 

Nachstehende Tabelle I enthält die erforderlichen Zahlen- 
werte. 


Tabelle I. 


Nickeldrahtapparate. 
I 

Länge des Drahtes ....... in mm 441,72 428,70 
Zwischen den Elektroden . ... „ ,, 329,56 334,88 
Durchmesser des Drahtes .... „ „ | 0,34674 0,34747 
Länge der Elektroden ..... ER | 33,0 24,0 
Durchmesser derselben ..... | 0,09 0,09 
Lichter Röhrendurchmesser . . . „ » 21,440 13,563 
Dicke der Glaswand ...... 1,280 0,993 
Widerstand w, bei 0° ..... „ =0> 0,29983 0,30488 


4. Versuchsanordnung. 


Die beiden Apparate waren horizontal an Stativen be- 
festigt und tauchten in einen etwa 151 fassenden Kasten aus 
Weißblech, welcher das Bad von konstanter Temperatur, fein 
geschabtes Eis oder siedendes Wasser, aufnahm. Das Fuß- 
gestell des Kastens und die Stative ruhten auf einem Tisch, 
der, um Erschütterungen der Apparate während des Versucl s 
zu vermeiden, auf einer dem Kellergewölbe des Instituts auf- 
gemauerten Steinplatte stand. Das Ganze umgab ein Umbau 
aus Holz und Leinwand, der mit einem zum Luftschacht 
führenden Abzug versehen war. Hierdurch wurde bei den 
Beobachtungen mit siedendem Wasser. einerseits der Wasser- 
dampf aus dem Zimmer entfernt, andererseits ein allzu- 
sehnelles Ansteigen der Zimmertemperatur verhindert und 


_ 1) Diss. Halle 1914, p. 16. Die hier erörterten Korrektionen sind 
berücksichtigt. 
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somit Schädigung der Galvanometerrollen und starke Beein- 
tlussung ihres Widerstandes verhütet. 

Die Zuleitungswege a (Fig.2) zu den Apparaten liefen in ein 
Rohr b zusammen, das zur Töplerschen Quecksilberpumpe A 
führte. Zwischengeschaltet waren Rohre, die der Reihe nach 
Phosphorpentoxyd (c), echtes Blattgold (d) und Silberdreh- 
späne (e) enthielten; sie hatten den Zweck, Feuchtigkeit, 
Quecksilber- und Fettdämpfe von den Wärmeleitungsapparaten 
fernzuhalten. Zwei der Rohre waren U-förmig gebogen, so 
daß eine überflüssige Vergrößerung des Apparatvolumens 
durch Kundtsche Federn nicht einzutreten brauchte. Die 


(205) 


Fig. 2. 


Pumpe stand mit einem an ihrem Holzgestell befestigten 
Quecksilberabschluß B in Verbindung, d.i. ein U-förmiges 
Rohr, dessen Schenkel sich teilweise mit Quecksilber füllen 
ließen. Auf diese Weise wurden — die Glasschliffe der 
Pumpe waren mit Phosphorpentoxyd gedichtet — die Wärme- 
leitungsapparate nach außen hin lediglich durch Glas und 
Quecksilber abgesperrt, was einer Verunreinigung der unter- 
suchten Gasmasse durch während der Beobachtungen sich 
entwickelnde Kohlenwasserstoffe vorbeugte. Ein U-förmig 
gebogenes Phosphorpentoxydıohr f stellte die Verbindung 
zwischen dem QuecksilberabschluB und der Röhrenleitung 
her, die an einer kleineren Quecksilberpumpe C endete. 
Zwischen dieser und dem Abschluß mündeten in die Haupt- 
leitung ein Geißlersches Rohr g in der von Hrn. Prof. Dr. 
Dorn angegebenen Form, ein mit Kokosnußkohle gefülltes 
Rohr h, wie es zur Herstellung eines hohen Vakuums ge- 
braucht wird, und schließlich ein dnrch zwei Hähne abge- 
schlossener, sich nach außen öffnender Ansatz i. Die kleinere 
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Pumpe besaß einen Zwei-Weg-Hahn, der es gestattete, ihr 
Volumen entweder mit dem Réhrensystem oder mit dem 
direkt angeschmolzenen Gasbehälter k in Verbindung zu 
bringen. Ein seitlich von der Pumpe abzweigendes Kapillar- 
rohr verband diese mit dem Gasauffangegefäß D der Töpler- 
schen Pumpe. 

Das Volumen des Apparats wurde auf das geringstmög- 
liche Maß beschränkt. Die Einrichtung der zweiten Pumpe 
ermöglichte es, das Gas zu kleineren Teilen, wie sie zu einer 
Drucksteigerung von ungefähr 10 mm erforderlich waren, in 


Galvanometer 


den Apparat fließen zu lassen. Mit Hilfe der Töplerschen 
Pumpe konnte man es nach Beendigung der Versuche im 
Auffangegefäß ansammeln und schließlich durch die kleinere 
Pumpe ohne Verlust in den ursprünglichen Behälter zurück- 
befördern. 

Der Platindraht a (Fig. 3) wurde durch einen Strom er- 
wärmt, den eine aus zwei Akkumulatoren bestehende Batterie b 
lieferte. Im Hauptstromkreise lagen außer dem Draht und 
der Stromquelle ein Regulierwiderstand c, ein Präzisions- 
amperemeter d von Siemens & Halske und eine Widerstands- 
einheit aus Manganin e, die in einem Petroleumbade hing. 
Die Teilung des Amperemeters, das von W. Arnold!) mit 
einem Silbervoltameter geeicht worden war, gab 0,01 =4> 


1) W. Arnold, Diss, Halle 1913, p. 10. 
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an; Tausendstel wurden geschätzt. Der Widerstand der Ein- 
heit betrug nach Angabe der Phys.-Techn. Reichsanstalt bei 
22,2% genau 1 ihre übrigens geringfügigen Änderungen 
mit der Temperatur wurden in Rechnung gezogen; ein Grad 
Temperaturerhöhung bewirkte eine Widerstandszunahme von 
0,0000095 2, 


Die Bestimmung des Drahtwiderstandes erfolgte mit Hilfe 
eines Differentialgalvanometers nach Du Bois-Rubens, das 
auf einer in die Wand eingemauerten Steinplatte ruhte. Die 
eine Rolle war mit den Elektroden f des Wärmeleitungs- 
apparates verbunden, die andere lag in einer von der Ein- 
heit e ausgehenden Abzweigung, welche außerdem noch einen 
Kurbelrheostaten aus Manganin (von Otto Wolff, Berlin) ent- 
hielt. Beide Rollen wurden in entgegengesetzter Richtung 
vom Strom durchflossen. Der Rheostat, der von Hrn. Prof. 
Dr. Dorn entworfen und geprüft worden ist und schon bei 
den früheren Arbeiten auf diesem Gebiete zur Verwendung 
kam, gestattete eine direkte Ablesung des Widerstandes bis 
auf 0,1 Ohm. Die Interpolation aus den Galvanometeraus- 
schlägen ergab eine weitere Dezimale. 


Da infolge der unvermeidlichen Schwankungen der Zimmer- 
temperatur die Widerstände der Rollen sich fortwährend 
änderten, wurden sie mit Hilfe eines zweiten einfachen Panzer- 
galvanometers vor und nach jeder Beobachtung bestimmt und 
die Mittelwerte in die Rechnung eingeführt. Als Wheatstone- 
sche Brücke ließ sich hierbei jener Kurbelrheostat ver- 
wenden. Die Größe des Widerstandes jeder Rolle war un- 
gefähr 1400 Ohm. 


Um die Wirkung der besonders bei 100°C auftretenden 
schwachen Thermoströme zu eliminieren, waren sowohl im 
Hauptstromkreise, als auch in den Abzweigungen Kommuta- 
toren eingeschaltet, die ein Wenden des Hauptstromes und 
ein Auswechseln der beiden Galvanometerrollen erlaubten. 
Aus den vier hierzu gehörigen Ablesungen wurde das Mittel 
genommen. Die Stromstärke betrug bei den zur Ermittelung 
des Temperaturkoeffizienten des Drahtmetalles nötigen Wider- 
standsbestimmungen 0,03 #A>, während sie bei den eigent- 
lichen Wärmeleitversuchen Werte bis 0,8 #A> erreichte. 
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5. Theoretisches. 


Für die Berechnung des Wärmeleitungskoeffizienten wurde 
die folgende Formel!) zugrunde gelegt: 


Er L (an 
u-uw 2nl 


Hierin bedeutet: 
k den Wärmeleitungskoeffizienten des Gases, 
L die durch Leitung in 1 Sek. übergeführte Wärme- 
menge, 
u die Temperatur des Drahtes, 
u’ die des Bades, 
r, den Radius des Drahtes, 
r, den inneren Radius der Glasröhre, 
l die Länge des Drahtes. 

L ist die Differenz der im Draht pro Sekunde ent- 
wickelten Wärmemenge Q und der durch Strahlung fort- 
geführten Wärme S, so daß 

L=Q-S. 

Die Werte von S wurden der Tabelle II (p. 586) ent- 
nommen, während Q aus der Stromstärke 7 und dem Wider- 
stande w, des Drahtes nach dem Jouleschen Gesetze er- 
mittelt wurde: 

Q = 0,239 7? w,. 
u ergab sich aus den beobachteten Widerständen wy und w, zu 
Wy — 
wa 
Über den Koeffizienten a vgl. später. Die Berechnung von 
w, geschah nach der von Hrn. Prof. Dorn?) abgeleiteten 


Formel 
/ (ty + W), 


Hierin sind w, und w, die Widerstände der Galvanometer- 
rollen, w,’ und w,’ bzw. die Summen aus w, bzw. w, und der 
zugehörigen Ablesung am Rheostaten, w’ ist ein Näherungs- 
wert für w,, 2 der Wert des Vergleichswiderstandes e. Die 


1) W. Schwarze, l.c. p. 10. 11. 
2) P. Günther, Diss. Halle 1906, p. 16. 17. 
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Formel hat den Vorzug, daß sie den Widerstand w, unter 
Berücksichtigung der Verschiedenheit der Multiplikatorfunk- 
tionen zu berechnen erlaubt, ohne die Kenntnis der Größe 
aer letzteren oder auch nur ihres Verhältnisses zu verlangen. 


6. Der Temperaturkoeffizient der Widerstandsänderung 

in den Nickeldrähten. 

Für jeden der benutzten Apparate habe ich den Tem- 
peraturkoeffizienten a nach dem Verfahren, welches schon 
von W. Schwarze und P. Günther angewandt worden ist, 
ermittelt. 

Die Temperaturkoeffizienten der Nickeldrähte waren von 
ungefähr gleicher Größe, nämlich bei Apparat I 


a = 0,0046972 + 0,00000689 u 
und bei Apparat II 
a = 0,0046852 + 0,00000623 u. 


Um die Genauigkeit der Messungen zu erhöhen, wurde von 
der Benutzung eines Mittelwertes Abstand genommen. 


7. Strahlung. 


Für die Ausführung der Strahlungsversuche ist das Vor- 
handensein eines hohen und dauernden Vakuums Grund- 
bedingung. Auf die Herstellung desselben war daher die 
größte Sorgfalt zu verwenden. Zunächst wurde die Luft aus 
dem Apparat mit Hilfe der Töplerschen Pumpe soweit wie 
möglich entfernt. Alsdann wurden Kohle und Silber mittels 
elektrischen Ofens und das Gold durch untergestellte Brenner 
auf 315° bis 825°C erhitzt und einige Tage hindurch auf 
dieser Temperatur gehalten, während ständig Luft abgepumpt 
wurde. Gleichzeitig lagen die beiden Wärmeleitungsapparate 
in einem Bade siedenden Wassers; außerdem wurden die 
Drähte durch einen Strom von 1 bis 1,5 =4> des öfteren 
stärker erwärmt. Als das Vakuum eine solche Höhe erreicht 
hatte, daß es sich mit Hilfe der Pumpe nicht weiter ver- 
vollkommnen ließ, wurde das Erhitzen der Kohle unter- 
brochen und diese für zwei Tage in ein mit flüssiger Luft 
gefülltes Gefäß getaucht, während sonst alle Bedingungen 
dieselben blieben. Nach dieser Zeit war anzunehmen, daß 
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Silber, Gold und Drähte den weitaus größten Teil eventuell 
adsorbierter Gase abgegeben hatten, und daß ferner die dem 
Glase anhaftende Lufthaut auf ein Minimum reduziert war, 
Die Evakuation konnte daher als beendet angesehen werden, 
Nachdem man noch zur Vermeidung das Überströmens von 
Fettdämpfen den Quecksilberabschluß gesperrt und das Silber 
zur Zurückhaltung von Quecksilberdämpfen in flüssige Luft 
gesenkt hatte, wurde zu den Strahlungsversuchen geschritten, 
Eine Prüfung des Vakuums fand zeitweise statt. Es hielt 
sich auf gleicher Höhe. 

Die Berechnung geschah in der unter 5. angegebenen 
Weise. Die Zahlenwerte sind in der folgenden Tabelle ent- 
halten; u bedeutet die Drahttemperatur, u’ die des Bades, 
S die ausgestrahlte Wärmemenge in gr-cal pro Sekunde. 


Tabelle II. 


Bad 100° C. 


0,0011200 
18113 


0,0011431 
20163 


Es war sehr wesentlich, für die Bestimmung der Wärme- 
leitfähigkeit des Neons das Gas in möglichster Reinheit 
benutzen und zwar aus folgendem Grunde. 

J. Wachsmuth!) kam durch seine Beobachtungen zu 
dem Ergebnis, daß der Faktor f in der Gleichung k = fne, 
für Mischungen von Edelgasen keineswegs die Größe 2,5 be- 
sitzt, sondern einen diese Zahl erheblich übersteigenden Wert. 
Sollte also mit Sicherheit entschieden werden, ob die in der 
Einleitung erwähnte, für A und He gefundene Tatsache noch 
für andere Edelgase besteht, so mußte ein von Beimischungen 


1) J. Wachsmuth, Diss. Halle 1907. 


de 
al 

P 
li 
> al 
L 

b 

Bad 0° C. I 
u u- u | 8 u— wu’ | S ( 
| 2,38 0,0001812 5,92 | 1 
11,03 6765 | 11,36 
17,43 11184 
Apparat II | 
: 2,60 0,0002238 6,35 ( 
13,34 9618 
8. Das Neon. 
| 
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derselben freies Neon zur Untersuchung gelangen. Bei den 
Schwierigkeiten aber, die sich bis Sommer 1912 einer völligen 
Trennung der Gase Ne und He entgegengestellt hatten, war 
an eine eigene Darstellung von Neon nicht zu denken. 

Ich benutzte 30 ccm reines Neon, welche der ordentliche 
Professor der Physik an der Universität Leiden, Hr. Kamer- 
lingh Onnes zur Verfügung gestellt hatte. Es sei ihm auch 
an dieser Stelle gedankt. 


9. Wärmeleitungsbeobachtungen. 


Kontrollversuche, welche über die Wärmeleitfähigkeit der 
Luft gemacht wurden, fielen befriedigend aus. 

Mit Neon wurde bei jedem der benutzten Drucke zuerst 
bei einer Badtemperatur von 0°C beobachtet. Brachte man 
letztere auf 100°C, so stieg bei dem geringen Volumen des 
Apparates der Druck um mehrere Millimeter. Um für jeden 
Druck Beobachtungen sowohl bei 0° als auch bei 100° zu 
erhalten, mußte deshalb im letzteren Falle jedesmal etwas 
Gas aus den Apparaten entfernt werden. 

Der stationäre Zustand stellte sich — wie bei allen bisher 
untersuchten Gasen — nach Verlauf von 20—25 Minuten her. 

Schwache Thermoströme waren bei 100°C zu bemerken. 


Die Beobachtungsergebnisse sind in folgenden Tabellen 
enthalten. 


Tabelle III, 
Apparat III. Bad: Schmelzendes Eis. 


p 
14 
21 
27 
35 


Q L 


0,038236 0,037768 
37282 432 3 

38255 
37036 
38476 
34497 
34288 
36173 
36926 
38117 
40576 
39114 
40350 


| 
Bae || 


“ 


“u 


= 
w 


22. | 
ntuell 
dem | 
war, 
rden. 
3 von 
Sil ber 
Luft | 
itten, | 
hielt 
benen 
ent- | 
ades, 
| To | | 0,0051108 
| | 54514 | 
mu | 
| 
55181 
sch | | 55484 
| 55670 
| | S504) | 
| | 55986 
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Tabelle IV. 


Tabelle V. 


0,040103 
40955 
40017 
40100 
39871 
41125 
38748 
39987 
42024 
43434 
43201 
44725 


Tabelle VI. 
Bad: Siedendes Wasser. 
L 


u—w 


0,001381 0,0076112 
78638 
77900 
77687 
77294 
77932 
77523 
77227 
77692 


Apparat IV. Bad: Siedendes Wasser. ad 
det 
14 | 8,71 | 0,063466 | 0,001407 | 0,062059 | 0,0071250 
21 | 88 63883 1447 62436 70708 
— | 88 63509 | 1420 62080 | 71438 
| 27 | 7,04 64140 | 1491 62649 | 69301 
| — | 913 | 65531 1503 64028 | 70130 
— | 908 64476 1490 62986 69751 
: 35 | 9,00 | 65872 1499 | 64373 | 71625 
— | 879 | 64273 1472 62801 | 71447 
Apparat V. Bad: Schmelzendes Eis. 
6 | 6,99 0,000511 | 0,039592 | 0,0056649 
14 | 658 480 40425 61436 
‘ — | 648 478 39539 61017 
| 2ı | 640 468 39632 61924 
— | 63 464 39407 62060 
— | 658 480 40645 61770 
27 | 614 451 38297 62373 
| — | 638 466 39521 61946 
35 | 6,60 481 41543 62944 
— | 497 42937 62959 
— | 679 | 495 | 42796 63027 
— | za 513 | 44725 63801 
/ 
Apparat V. 
| 
8,74 | 0,067903 | ü 
| 8,78 69043 
9,03 71778 
9,06 71852 v 
9,01 71093 ke 
9,03 71827 4 
9,13 72273 
| 9,19 72475 
9,23 73217 I 
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Nach Schleiermacher entsprechen den Werten L/u — u’ 
die Temperaturen t= u’ ++ }4(u—w’). Aus ihnen läßt sich 
mittels der Beziehung 

k, (1 + yt) 


der Temperaturkoeffizient y der Wärmeleitung berechnen. 


Tabelle VII. 
Apparat I. Apparat II. 


3 


14 
21 
27 
35 


Die Mittelwerte aus allen Beobachtungen sind 
0,00275 0,00242. 
Mittel aus beiden Apparaten: 
Yse = 0,00259. 

Ich führe zum Vergleich die Temperaturkoeffizienten!) 

von Luft, Argon und Helium an: 

Yıurt = 0,00258 

ya = 0,00260 

Yue = 0,00318. 
Die Koeffizienten fiir Neon, Argon und Luft stimmen fast 
überein; Helium zeigt eine etwas größere Abweichung. 

Mit Hilfe des Temperaturkoeffizienten wurden die Werte 
von L/(u— u’) auf 0° und 100° reduziert und die Wärme- 
leitungskoeffizienten berechnet. 

1) ©. Bebwene, Diss. Halle 1902; Ann. d. Phys. IV. 11. p. 327. 
1903. 


| 
| 
250 
708 | 
138 
301 
130 | | 
151 u | y p ? 
525 
47 0,0030411 
29335 20004 | 
28665 
28383 3 26393 
5 27129 
= 25817 3 24582 
Bi 26090 24454 
25932 25081 
25402 
28173 23129 
49 _ 27349 22406 
36 27206 22728 
17 — 27454 21275 
24 
60 i 
70 | 
73 
46 
+ 
59 | 
27 | 
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Tabelle VIII. 


p ky ky kyoo 

14 0,00010704 0,00013955 0,00010609 0,00013107 
— 10791 10538 
21 10879 13992 10696 13410 
= 10799 13847 10720 13541 
— 10667 
27 10845 13894 10777 13418 
_- 10851 13739 10700 13306 
oo 10909 13728 13373 
10897 13921 
35 10955 14004 . 10870 13371 
= 10992 13992 10869 13292 
— 11004 10881 13344 


10. Korrektionen. 


Die in Tabelle VIII angegebenen Werte sind einer Ver- 
besserung bedürftig. Als Fehlerquellen kommen in Betracht 
der Temperatursprung am Glase, des letzteren schlechte Leit- 
fähigkeit und die Ableitung der im Draht entwickelten Wärme 
durch Drahtenden und Elektroden. 

Eine Übersicht über die Theorie des Temperatursprunges 
und die diesbezügliche Literatur findet sich bei W. Arnold}, 
worauf hiermit verwiesen sei. Der Temperatursprungskoeffi- 
zient A kann aus den Beobachtungen nur dann berechnet 
werden, falls solche bei genügend hohen Drucken vorliegen. 
Dies ist hier nicht der Fall. Die geringe Gasmenge ließ eine 
ausreichende Drucksteigerung nicht zu. Deshalb mußte der 
Betrag von A geschätzt werden. Die Temperatursprungs- 
koeffizienten von Gasen mit nicht allzusehr verschiedenem 
Molekulargewicht zeigen kaum nennenswerte Abweichungen 
voneinander. Da das Molekulargewicht des Neons 20,2 dem 
der Luft 28,9 nicht zu fern liegt, so wurde als Temperatur- 
sprungskoeffizient für Neon der für Luft ermittelte Wert 


4 = 0,000017 7° cm 
in Rechnung gesetzt. 


1) Lc p. 29. 
2) Nach Landolt, Tabellen p. 143, ist die mittlere Weglange fir 
Neon-Molekeln 0,00001994 cm. 
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Die so korrigierten Werte sind zusammengestellt in 
Tabelle IX. 
Apparat I. Apparat II. 


ko ko 


0,0001095 0,0001073 
1100 | 
1100 | 
1110 | 


Mittelwerte 
0,0001101 0,0001082 

Wegen der schlechten Leitfähigkeit des Glases!) war kg 
für Apparat I um 1/500, für Apparat II um 1/360 zu ver- 
größern, so daß sich ergibt 

Apparat I Apparat II 

0,0001108 0,0001085. 

Der mittlere Wert ist 
k = 0,0001094. 

Die Ableitung durch die Elektroden!) erfordert eine Ver- 
kleinerung um 1/850. Die Korrektion wegen der Ableitung 
durch die Drahtenden konnte unberücksichtigt bleiben. 

Der endgültige Wert für das Wärmeleitungsvermögen von 
Neon bei 0° ist daher 


k, = 0,0001091 . 


‘sec/em 


11. Vergleich von Ergebnis und Theorie. 


Wie in der Einleitung angegeben, handelt es sich bei den 
vorliegenden Untersuchungen um die Prüfung der Chapman- 
schen Theorie, welche verlangt, daß der Quotient 


für einatomige Gase stets den Wert 2,5 besitzt. 


Nach den Sätzen der Thermodynamik ist die spezifische 
Wärme bei konstantem Volumen 


m:J:«—1)’ 


1) W. Schwarze, I. c. p. 28. 
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worin R die absolute Gaskonstante, J das mechanische Wärme- 
äquivalent, m das Molekulargewicht und x das Verhältnis der 
spezifischen Wärmen bedeutet. Durch Einsetzen der Zahlen- 
größen 

R = 8,311: 107, J = 4,186 - 10°, m = 20,2, x = 1,667 
folgt für Neon 

C, = 0,1474. 

Rankine bestimmte den Reibungskoeffizienten des Neons 

bei 10,1°C zu 
n = 3,036 - 10-4. 

Da in der Chapmanschen Gleichung alle Größen sich 
auf dieselbe Temperatur beziehen müssen, haben wir’ das 
Wärmeleitungsvermögen des Neons ebenfalls auf 10,1° um- 
zurechnen gemäß der Beziehung 


= ky (1+ yt), 
wo ¢ die Temperatur und y der früher ermittelte Temperatur- 
koeffizient der Wärmeleitung ist. Es ergibt sich 

= 0,00011195. 
Der Quotient 
k 
Cy 
geht nunmehr über in 

f = 2,501, 
in Übereinstimmung mit dem von Chapman theoretisch ab- 
geleiteten Werte. 
Da W.Schwarze!) für Argon und Helium bzw. die 

Werte f = 2,501 und f = 2,507 fand, so ist die Chapmansche 
Theorie für die drei einatomigen Gase A, He und Ne bestätigt. 


1) W. Schwarze, Ann. d. Phys. IV. 11. p. 328. 329. 1903. 


(Eingegangen 23. September 1915.) 
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2. Bestimmung der Schallgeschwindigkeit und des 

Verhältnisses der spezifischen Wärmen der Gase 

nach der Methode der Kundtschen Staubfiguren; 
von Gustav Schweikert. 


(Gekürzte Bonner Dissertation.) 
(Nierzu Tafel XIII u. XIV.) 


Ich habe mir die Aufgabe gestellt, mit Hilfe einer be- 
sonders intensiven Schallquelle, wie sie bereits von Dörsing 
zur Bestimmung der Schallgeschwindigkeit in Flüssigkeiten 
benutzt worden ist, die Schallgeschwindigkeit in möglichst 
weiten Röhren in Gasen zu messen, um daraus empirisch das 
Gesetz der Abhängigkeit von dem Röhrendurchmesser und 
durch Extrapolation auf den freien, unbegrenzten Raum die 
Schallgeschwindigkeit in diesem für mehrere Gase zu finden, 
Als Resultat ergab sich jedoch, daß bei so weiten Röhren 
und hohen Tönen, wie sie bei den vorliegenden Untersuchungen 
benutzt wurden, ein Einfluß der Röhrenweite auf die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in Gasen nicht mehr 
besteht und sich infolgedessen eine theoretische Reduktion 
erübrigt. 

Die Methode der Kundtschen Staubfiguren beruht auf 
der identischen Beziehung: 


(1) v=nel. 


Die relative Schallgeschwindigkeit v, eines Gases relativ zu 
Luft (v,) unter Voraussetzung desselben Tones (n) wird dem- 
nach durch die Gleichung: 


(2) 


gegeben, woraus die absolute Schallgeschwindigkeit zu: 
(3) 
folgt. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 48. 
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Zur Erzeugung des Tones wurde eine Vorrichtung be- 
nutzt, die zuerst von R. König vorgeschlagen ist, dann von 
W. Altberg (25) zur Messung der Druckkräfte von Schall- 
wellen und von K. Dörsing (44) zur Bestimmung der Schall- 
geschwindigkeit in Flüssigkeiten benutzt worden ist. Die 
Methode besteht in folgendem: Ein in der Mitte einge- 
klemmter Glasstab wird durch eine Hebelvorrichtung an ein 
auf einem Rade befestigtes rotierendes feuchtes Reibkissen 
gepreßt und erzeugt dadurch einen sehr intensiven Ton, 
dessen Stärke von der Größe der Druckkraft und der Ro- 
tationsgeschwindigkeit des Reibkissens abhängt. Hinsichtlich 
der speziellen Ausgestaltung verweise ich auf meine Dissertation. 
Die beiden benutzten Glasstäbe hatten eine Länge von 76 cm 
bzw. 87,5 em und einen Durchmesser von ca. 1 cm. An 
dem vorderen Ende befand sich eine Auftreibung von 4 em 
bzw. 2,5 em Durchmesser. Aus der entsprechenden Wellen- 
länge in trockener Luft berechnet sich ihre Tonhöhe zu 5920 vs. 
bzw. 13062 vs. 

Der Versuch, die absolute Tonhöhe der Glasstäbe mit 
dem Chronographen zu bestimmen, mißlang, da das vordere 
Ende des Stabes beim Tönen seitlich vibrierte, wodurch das 
Papier auf der Trommel teils zerrissen, teils überhaupt nicht 
beschrieben wurde und die Schreibspitze sehr bald absprang. 
Auch Versuche mit dem Monochord führten nicht zum Ziel, 
da die größte Saitenlänge, welche dem höchsten Ton entsprach, 
bei größtmöglicher Spannung und dünner Saite nur ca. 9 cm 
betrug, was eine viel zu geringe Genauigkeit der Schwingungs- 
zahl ergibt. Zudem war bei der außerordentlichen Intensität 
des Stabtones eine genaue Einstellung auf Konsonanz mit 
dem schwachen Tone einer so kurzen Saite äußerst schwierig. 
Schließlich habe ich die Tonhöhe nach einer von F. Melde (22) 
ausgearbeiteten Methode mittels einer R. Königschen Stinm- 
gabel von 1024 vs. zu 13057 +38 vs. bestimmt. 

Die Versuche wurden in drei Glasröhren von ca. 1 m 
Länge ausgeführt. Die Durchmesser waren ungefähr folgende: 


Die Ungenauigkeit dieser Angaben beruht darauf, daß so 
weite Röhren nicht mehr völlig gleichmäßig weit geliefert 
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werden können. Zumal die weiteste Röhre zeigte größere 
Unregelmäßigkeiten, auch insofern der Querschnitt nicht ge- 


nau kreisförmig war. Am hinteren Ende waren die Röhren 


zu einem Hals verengt und durch einen Gummistopfen ver- 
schlossen. Durch diesen führte ein Glasstab hindurch, der 
an seinem vorderen Ende die reflektierende Wand trug. In 
der Nähe des vorderen und hinteren Endes trugen die Röh- 
ren seitliche Hahnansätze zum Einfüllen der Gase. Als vor- 
derer Verschluß diente bei dem tieferen Ton eine dünne, 
starkgespannte Gummimembran bei dem höheren Ton eine 
tierische Membran (Schweine- oder Kälberblase). 

Um eine möglichst gleichmäßige Temperatur und genaue 
Messung derselben zu erzielen, habe ich die Röhren in einen 
langen schmalen Kasten, der unten mit Sägemehl gefüllt war, 
so in Packwatte gebettet, daß nur das vordere und hintere 
Ende aus demselben hervorragte. An den beiden Enden ragten 
anfangs ein, später zwei Zehntelgradthermometer in den Kasten 
hinein, deren Quecksilberkugeln sich unmittelbar neben den 
Röhrenwandungen befanden. Das hintere Thermometer zeigte 
durchweg 0,2—0,3° C mehr als das vordere. Dem entspricht 
eine Änderung der Wellenlänge in Luft bei dem tieferen Tone 
um 0,02 mm, bei dem höheren Tone um 0,01 mm. 

Zur Erzeugung der Staubfiguren wurde Kieselsäure und 
kieselsaures Kupfer als am besten geeignet verwendet. Die 
Kieselsäure war hergestellt durch Sättigen von sehr stark 
verdünntem Wasserglas mit Salzsäure, das kieselsaure Kupfer 
durch Sättigen mit Kupfervitriollösung. 

Die Messung der Staubfiguren geschah mit einem Diopter 
der an der linken Seite ein Messingplättehen mit Millimeter- 
teilung trug, und längs eines Normalmeters in Messing ver- 
schiebbar war. Die Ablesung erfolgte mittels einer Lupe, 
wobei sich die Zehntelmillimeter noch sehr gut schätzen ließen. 
Die Ausrechnung der Mittelwerte (x) ist nach der von Kundt 
gegebenen Formel 
ausgeführt, wo n die Anzahl der Knotenpunkte, Ay, A,,..., 
4, die Lage der einzelnen Knoten und x den gesuchten Mittel- 
wert für die halbe Wellenlänge bezeichnet. 

Bei der Herstellung der Gase habe ich mein Hauptaugen- 
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merk darauf gerichtet, sie möglichst rein und trocken zu er- 
halten, soweit dies mit Hilfe der mir zur Verfügung stehenden 
Mittel möglich war. Zum Trocknen durchströmten die Gase, 
mit Ausnahme von Ammoniak, eine 20 cm hohe Säule von 
konzentrierter Schwefelsäure und zwei Röhren von je ca. 40 cm 
Länge mit Phosphorsäureanhydrid. Zudem wurde bei der 
zweiten Versuchsreihe, außer bei CO, und S0O,, eine Flasche 
mit geschmolzenem Ätzkali hinzugefügt. Daß aber die Schwefel- 
säure und das Phosphorsäureanhydrid zum Trocknen völlig 
ausreichten, ging daraus hervor, daß selbst bei lebhaftester 
Entwicklung der Gase und längerem Stehen das Atzkali voll- 
kommen trocken blieb. Das Ammoniakgas wurde anfangs 
durch eine Flasche und zwei Röhren mit gebranntem Kalk, 
später durch zwei Flaschen mit geschmolzenem Ätzkali ge- 
trocknet. 

Um sicher zu sein, daß die Luft vollständig aus der 
Röhre verdrängt war, habe ich das Gas stets mehrere Male 
nacheinander strömen lassen und zwar zunächst über zwei 
Stunden lang, darauf nochmals 1 bis 1!/, Stunden. Unmittel- 
bar nach Unterbrechung des Gasstromes wurden die Staub- 
figuren hervorrgerufen. 


1. Luft. 


Die ersten Versuche sind in Zimmerluft ausgeführt worden. 
Die Reduktion der Messungsresultate auf 0° C und trockene 
Luft erfolgte unter Berücksichtigung des Barometerstandes 
und der relativen Feuchtigkeit nach der Gleichung: 


H-%-1-0) 
H-(i+at) 


wobei H den Barometerstand, k die Spannung des Wasser- 
dampfes, a den Ausdehnungskoeffizienten, t die Temperatur 
und 9 =d’/d, die relative Dichte des Wasserdampfes be- 
zeichnet, [d’= absolute Dichte des Wasserdampfes, d, = ab- 
solute Dichte der trockenen Luft bei 0° C.] 

Die trockene Luft wurde mit einer Kolbenluftpumpe 
langsam 1—11/, Stunden durch die Röhren gesogen ; getrocknet 
war sie in derselben Weise wie die übrigen Gase. 


1 
| 
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Die Reduktion auf 0° C erfolgte nach der Gleichung: 


(5) l, = 


wo 1, die bei t® C gemessene Wellenlänge bezeichnet. Da für 
einige der untersuchten Gase eine experimentelle Bestimmung 
des Ausdehnungskoeffizienten (a,) nicht vorliegt, für andere 
nur bei beträchtlich höheren Temperaturen, als sie den vor- 
liegenden Untersuchungen entsprechen, so habe ich die von 
Ledue (89) berechneten Werte für den wahren Ausdehnungs- 
koeffizienten (a,), bei 0° C und den mittleren Ausdehnungs- 
koeffizienten (a,)p1°° zwischen 0° C und 100° C dazu benutzt, 
um unter Voraussetzung einer linearen Abhängigkeit des mitt- 
leren Ausdehnungskoeffizienten von der Temperatur den- 
jenigen zwischen 0° C und 20° C zu berechnen, gemäß der 
Gleichung: 


(6) (a) = (a) (1 — 20+ a), 
wo a sich aus der Beziehung: 


(6a) = — 100 - a) 


ergibt. Experimentelle Werte von (a,),2° bzw. (a,)o?> liegen 
nur fiir Kohlendioxyd und Schwefeldioxyd vor, und diese 
stimmen mit den nach obiger Gleichung berechneten sehr 
gut überein. Für Kohlendioxyd ist 


berechnet: (ay)o2° = 0,008746, 
beobachtet): (a,),2° = 0,008760; 
fir Schwefeldioxyd ist 


berechnet: (ay)o2° = 0,003987, 

beobachtet*): (a,) = 0,0039 . 
Tab. I gibt eine Übersicht der von Ledue (89) berech- 
neten Werte (a,), und (a,))'®, der daraus nach Formel (6a) 


berechneten Werte für a und der nach Gleichung (6) ge- 
fundenen Werte für (a,),?°. 


1) H. Landolt u. R. Börnstein, Phys.-chem. Tabellen. 3. Aufl. 
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3668 — 2,72 
3676 + 13,10 
3672 + 10,89 
. Kohlenoxyd .... 3674 + 13,61 
. Kohlendioxyd .. . 3751 + 71,98 
. Stickoxydul .... 3762 | + 82,59 
Schwefeldioxyd. . . 4010 | + 296,76 
9. 3770 | + 90,18 
10. i 3862 + 134,64 
11. Äthylen 3765 + 85,00 
12. Acetylen 3772 + 90,14 | 


Tabelle II enthält die erhaltenen Resultate für Luft. Da- 
bei gibt die Kolonne A auch in allen folgenden Tabellen die 
Anzahl der halben Wellen in der ganzen Resonanzröhre, die 
Kolonne B die der Mittelberechnung zugrunde gelegte Anzahl 
halber Wellenlängen. 

Tabelle II. 


I. Ton. 


Relative }1 
* | Feucht. | 


36%, 58,115 
36% 58,167 
33%, 58,343 
37%, 58,401 


15 | 13 | 57,804 


15 | 14 | 57,853 
+ 0,014 mm. 


16 | 14 | 58,077 


16 | 14 | 58,005 
Mittel $ J) = 56,072 + 0,030 mm. 


3672 
3668 
3675 
3671 
3673 
3746 
3756 
3987 
3763 
3854 
3759 
3765 
Röhre Temp. | | 4h 
} | 19,8° 758,3 | 56,026 
| 1. | 19,00 | 762,8 | 56,069 
| | 
21,4° 763,7 56,030 
| 
L | 22,20 | 764,1 | 56,053 
I. | 17,59 | — | — | iE | 56,038 
Mittel $7, = 56,041 
u. | — 56,102 
I.  19,4° 56,042 
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Relative 


Feucht. | “| 3% 


20,3° | 37,0%, | 15 
20,5° 41,0%, | 14 58,248 
20,7 38,5%, | 14 58,270 


18,2° — 14 57,940 


19,1° 15 57,980 


mr. | 19,3° 15 58,005 | 


m. | 175° | — 57,871 | 
Mittel } 4, = 56,075 + 0,015 mm. 
Die Resultate sind also folgende: 
I. Röhre: 4 I, = 56,04 + 0,014 mm 
I. „4% = 56,07 + 0,080 
Ill. „ = 56,08 + 0,015 „ 
Das Gesamtmittel für den I. Ton ist somit: | 
4 I, = 56,06 mm. 


I. Ton. 


Temp. $1, 


17,6° 26,218 
16,0° 26,096 
16,4° 26,147 
16,8° 30 | 26,177 
Mittel $ Jy = 25,392 + 0,017 mm. 
17,7° 26,203 
17,5° 26,226 


15,6° 


mii mm | 56,088 
Ul. | 56,070 
ll | 56,079 
II. | | 56,095 le 
III | 56,048 
| 56,051 i 
\ 56,096 
1. | 25,410 | 
L 25,361 
L 25,394 
26,405 
u. 25,391 
| 25,422 | 
II. | BE | 30 | 26,156 25,438 | 


G. Schweikert. 
(Fortsetzung.) 


Temp. | A. $1, +1, 


16,2° 30 26,148 | 25,403 


17,1° 30 26,224 | 25,438 
Mittel } 1, = 25,418 + 0,017 mm. 


IH. 18,70 30 | 26,261 | 25,403 


III. 17,4° 30 26,217 | 25,417 


III. | 17,6° 30 | 26,226 | 25,417 


Mittel $ 4, = 25,412 + 0,006 mm. 


Die Resultate sind demnach folgende: 
I. Röhre: $ I, = 25,39 + 0,017 mm 
I. „ : $4 = 25,42 + 0,017 mm 
Il. „ :4% = 23,41 + 0,006 „ 
Das Gesamtmittel für den II. Ton ist somit: 


4 I, = 25,41 mm. 


Wie die Tabelle zeigt, besteht kein Unterschied hinsicht- 
lich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in den 
einzelnen Röhren. 

Außer Luft habe ich noch die Gase CO, und N, bzw. 0, 
in zwei verschiedenen Röhren untersucht (vgl. Tab. III, IV 
und VI). Auch hier zeigte sich kein Unterschied in der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit in den Röhren verschiedener Weite. 
Dieses Resultat stimmt völlig mit den Beobachtungen von 
Kundt überein, daß sich ein Einfluß der Röhrenweite nicht 
geltend macht, wenn der Réhrendurchmesser größer als 
4 Wellenlänge (l) ist. Bei den hier vorliegenden Versuchen 
ist aber, wenn man von Wasserstoff absieht, für die längste 
Welle in Ammoniakgas 4 /= 35 mm, während der kleinste 
Röhrendurchmesser ca. 50 mm beträgt. Ich glaubte aus 
diesem Grunde berechtigt zu sein, auch für die übrigen Gase 
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keine Änderung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit dem 
Röhrendurchmesser voraussetzen zu. können, und daher habe 
ich diese nur in der Röhre Nr. II untersucht. 


2. Stickstoff. N,. 

Das Gas wurde hergestellt durch gelindes Erhitzen von 
1 Teil Kaliumbichromat + 1 Teil Ammoniumnitrat + 1 Teil 
Natriumnitrit + 3 Teilen Wasser in einem großen Kochkolben, 
und bei den letzten Versuchen aus 3 Teilen Natriumnitrit, 
die übergossen waren mit einer konzentrierten Lösung von 
2 Teilen Salmiak. Zum Waschen des Gases diente eine Lösung 
von Kaliumbichromat. 


Tabelle III. 
I. Ton. 


Temp. A. $1, + 


19,4° 15 59,019 | 57,023 


17,9° 15 58,839 | 56,997 
Mittel $4) = 57,010 + 0,013 mm. 


Die relative Schallgeschwindigkeit in Stickstoff berechnet 
sich für den I. Ton nach Gleichung (2) zu: 


Temp. 


19,5° 26,725 
20,0° 26,741 
20,6° 26,792 
19,5° 26,716 


Mittel } I, = 25,845 + 0,008 mm. 
Für den II. Ton wird also: 


25,85 
0178. 


Röhre | U 
| | 
ly _ 57,01 _ | 
3 II. Ton. 
; 
| | 
IL. | 25,845 
I. 25,838 | 
n. 25,860 
3 
| 25,837 
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3. Sauerstoff. O,. 
Der Sauerstoff wurde aus einer Stahlbombe entnommen. 


Tabelle IV. 


I. Ton. 


Temp. 


A. 


16,3° 


16,7° 


Mittel 4 J) = 53,312 + 0,016 mm. 


= 0,9510. 


16,3° 


15,7° 


16 


16 


16 


16 


53,31 
56,06 


I. Ton. 


54,870 


54,832 


54,865 


54,946 | 


Temp. 


+ 


18,0° 
17,2° 
17,4° 
18,3° 


18,6° 


17,79 


17,3° 


27 


Mittel $1, = 24,171 + 0,019 mm. 


24,929 


24,934 


24,935 


24,927 


24,992 


24,949 


24,971 24,196 


602 
Röhre | | = | tl, 
m | | 53,296 
| 3 m | | 53,316 
| m | | 53,293 
| = | 53.336 
| 
u 
| 
| Röhre a | A. | = tl, 
II. 31 24,143 
34 24,181 
IL. 34 Mm | 24,174 
34 24,130 
I. | | 24,180 
| L 27 | 24,192 
| | |_| 
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4. Chlorwasserstoff. HCl. 


Hergestellt wurde das Gas im Kippschen Apparat aus 
kristallisiertem Steinsalz und konzentrierter Schwefelsäure. 


Tabelle V. 
I. Ton. 


Temp. A. +], 4, 


18,0° 17 51,419 | 49,761 
17,70 17 51,431 | 49,800 


17,8° 17 51,476 49,834 


Mittel 4 1, = 49,798 + 0,025 mm. 


49,80 
, = = 08888. 


II. Ton. 


Temp. A. 


17,6° 36 
17,3° 36 23,265 
18,6° 36 23,320 


Mittel $ I, = 22,537 + 0,006 mm. 


v, = = ai = 0,8871. 


___X 608 
So wird: 
N. _ 2417 
= 09512. | 
_ | 
| . 
Il. 
Il. 
Il. 
Röhre | | th | th 
Il. 22,531 
II. 22,534 
II. 22,545 4 
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5. Kohlendioxyd. CO, 


Hergestellt im Kippschen Apparat aus weißem Marmor 


und verdünnter Salzsäure; gewaschen durch Kaliumbiearbonat- 
lösung. 


di 


. Tabelle VI. 
I. Ton. 


Temp. A. 


19,8° 20 


20,3° 20 
20,6° 
20,9° 


21,2° 


Mittel } J, = 43,486 + 0,008 mm. 
- = 0,7758. 


II. Ton. 


20,431 


20,445 
20,457 
20,479 


20,417 


36 | 20,482 
Mittel } 1, = 19,719 + 0,016 mm. 


19,72 
35,41 = 0,7761. 


1, 


19,702 


19,712 


19,717 


19,738 


19,697 


19,749 


604 
| 
|: 
Röhre | | | bh 
| | 5,000 | 43,480 
zu | 45,107 43,483 
II. 45,135 43,488 \ 
III. 45,172 43,502 
III. BE | 19 45,165 43,471 
| 
Röhre | Temp. A. | | | 
u. | 90,10 36 | 
| 202° 36 
| IL. 20,49 | 36 
IL. 20,4° | 36 
| 
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6. Stickoxydul. N,O. 


Entwickelt durch ganz allmähliches Erhitzen von reinem 
kristallisiertem Ammoniumnitrat bis zum Sieden. Zum Waschen 
diente eine Lösung von Eisenvitriol. 


Tabelle VII. 
I. Ton. 


Temp. A. $1, 4h 


20,7° 20 44,958 | 43,306 


20,8° 20 44,948 | 43,290 


Mittel } I, = 43,298 + 0,008 mm. 


43,30 
= = 07724. 


II. Ton. 


Temp. A. 


18,7° 37 19,620 
19,5° 37 20,340 19,639 
18,1° 37 20,300 19,643 
20,2° 37 20,361 19,630 


Mittel 4 !, = 19,632 + 0,008 mm. 


19,68 


7. Schwefeldioxyd. SO,. 


Für die erste Versuchsreihe dargestellt aus konzentrierter 
Natriumbisulfitlösung durch Zutropfen von konzentrierter 


| 
10r 
1 
| 
Röhre 
II. 
I. 4 
| 
Il. 4 
I. 
IL. 
II. 
4 | 
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Schwefelsäure; für die zweite Versuchsreihe im Kippschen 
Apparat aus reinem Calciumsulfit und konzentrierter Schwefel- 
säure. 


Tabelle VIII. 
I. Ton. 


Temp. A. +1, 


$l 


17,0° 24 37,107 


(35,869) 


21,2° 24 36,869 


35,354 


19,5° 24 36,775 


Mittel 4 4, = 35,366 + 0,012 mm. 


85,37 _ 
v, = 56,06 = 0,6309. 


II. Ton. 


35,378 


Temp. A. $1, 


$1, 


8. Ammoniakgas. 


19,4° 43 16,678 


18,0° 44 16,604 


20,4° 44 16,717 


20,6° | 44 16,723 


Mittel $7, = 16,044 + 0,012 mm. 


16,04 


v, = 254 _ 0,6812. 


25,41 


NH, 


Dargestellt durch langsames Erwärmen von konzentrierter 
Ammoniakflüssigkeit (spez. Gew. 0,910). 


16,047 
16,020 
16,055 


16,054 


| 
| Röhre | U | - 
IL. 
IL. 
IL. 
i 
| | | m 
| 
| | 
| | | 
| IL. 
| 
| 


Bestimmung der Schallgeschwindigkeit usw. 


Tabelle IX. 
I. Ton. 


Temp. A. 4 | 3% 


15,3° 12 72,014 69,980 


15,7° 12 72,152 70,063 


17,5° 12 72,253 | 69,934 
Mittel #1, = 69,992 + 0,047 mm. 


69,99 
56,06 = 1,2485. 


II. Ton. 


Temp. A. 31, 4h, 


18,3° 24 32,681 31,586 
18,8° 24 32,706 | 31,583 
19,7° 24 32,727 31,552 


19,1° 24 32,721 31,580 


Mittel $1) = 31,576 + 0,012 mm. 
31,58 


v,= 25,41 = 1,2429. 


9. Äthylen. C,H,. 


Entwickelt durch Erhitzen von 1 Teil Weingeist und 
6 Teilen konzentrierter Schwefelsäure. Nach Eintritt der Ent- 
wicklung läßt man ein Gemisch von 1 Teil Weingeist und 
2 Teilen Schwefelsäure zutropfen. Zur Absorption der ent- 
stehenden Ätherdämpfe wurde das Gas zunächst durch eine 
leere Flasche und eine Flasche mit konzentrierter Schwefel- 
säure, darauf zur Absorption von SO, durch zwei Flaschen 
mit Kalilauge bzw. 1 Flasche mit Kalilauge und 1 Flasche 
mit geschmolzenem Ätzkali geleitet. 
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Tabelle X. 
I. Ton. 


Temp. A. 41, 


20,8° 16 55,791 
18,1° 16 54,967 


17,6° 16 54,124 


Mittel $1, = 53,43 + 0,19 mm. 


53,48 
Feng = 09581. 


II. Ton. 


Temp. A. th $l, 


18,5° 31 25,071 24,242 


19,0° 31 25,066 | 24,216 


19,2° 31 25,088 | 24,229 


Mittel #1, = 24,229 + 0,013 mm. 


24,28 
v, — 25,41 = 0,9536. 


10. Acetylen, C,H,. 


Dargestellt aus Calciumcarbid und Wasser, gewaschen 
durch verdünnte Schwefelsäure, Kalilauge und für die zweite 
Versuchsreihe außerdem noch durch Ferrichloridlösung. 
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II. 53,720 
IL. 53,190 
I. | 53,387 
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Tabelle XI. 
I. Ton. 


Temp. A. 4h 


16,3° 16 55,303 


16,5° 16 56,980 | 55,290 


16,1° 16 56,998 | 55,344 
Mittel $7, = 55,312 + 0,021 mm. 


55,81 
um 56,06 = 0,9866. 


II. Ton. 


Temp. | A | 


19,6° 30 25,954 | 25,048 


17,9° 33 25,847 | 25,017 


18,7° 33 | 25,892 | 25,025 


Mittel $7, = 25,030 + 0,012 mm. 


25,03 _ 
= 25,41 0,9851. 


11. Kohlenoxyd. CO. 


Mit dem höheren Ton habe ich zu den vorgenannten 
Gasen die Wellenlänge noch in Kohlenoxyd bestimmt. Das 
Gas wurde dargestellt durch Sieden von 1 Teil Natrium- 
formiat + 6 Teilen konzentrierter Schwefelsäure + 3 Teilen 
Wasser; etwa sich bildende Spuren von CO, und SO, wurden 
durch geschmolzenes Ätzkali absorbiert. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 48. 39 
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Tabelle XII. 
II. Ton. 


Temp. A. $1, 


18,9° 29 26,739 
19,2° 29 26,724 


19,0° 29 26,727 


20,2° 29 26,827 
Mittel 4 I, = 25,853 + 0,018 mm. 


25,85 
vy, = 25,41 = 1,0174. 


12. Wasserstoff. H,. 


In Wasserstoff ist es mir trotz der Intensität des Tones 
nur mit Ton II in der engsten Röhre gelungen, einigermaßen 
meßbare Figuren in Korkfeilicht zu erzielen. Zudem zeigte sich 
eine außerordentlich sehnelle Abnahme der Wellenlänge. Drei 
Messungen unmittelbar nacheinander in derselben Füllung er- 
gaben eine Abnahme der halben Wellenlänge um ca. 4 mm 
innerhalb 2 Stunden. Trotzdem die folgenden Messungen 
sofort nach der Füllung ausgeführt sind, nachdem das Gas 
jedesmal weit über 2 Stunden lang geströmt war, sind die 
erhaltenen Werte gegenüber denjenigen anderer Autoren be- 
trächtlich zu klein. Dargestellt wurde das Gas aus reinem 
Zink (Zinc. metall. puriss.) und reiner Schwefelsäure (Acid. 
sulfur. puriss.), gewaschen durch etwas Wasser. 


Tabelle XIII. 
II. Ton. 


Temp. A. 4h, 


21,3° (92,56) 
21,5° (93,48) 
20,1° 94,00 


" 
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Temp. A. $4 


19,5° 8 96,84 
19,8° 8 97,05 


Mittel } I, = 93,76 + 0,24 mm. 


In folgender Tabelle XIV stelle ich die erhaltenen Werte 
fir die relative Schallgeschwindigkeit in den einzelnen Gasen 
für den I. und II. Ton, die daraus berechneten absoluten 
Schallgeschwindigkeiten und die Mittelwerte aus beiden Tönen 
zusammen. Für die Schallgeschwindigkeit in Luft wurde der 
Wert 331,9 m/see angenommen, welches nach Winkelmanns 
Handbuch der Physik 2. 1909 der Mittelwert aus den besten 
bisherigen Bestimmungen ist, während sich aus der direkten 
Bestimmung der Schwingungszahl des höchsten von mir be- 
nutzten Tones der Wert v = 331,77 +1 m/sec ergibt. 


Tabelle XIV. 


Relative Mittel 


| Absolute I 
Schallgeschw. | Schallgeschw. 
| 


| | Relat. | Absol. 
I. Ton | IT. Ton | I. Ton | II. Ton | Schallgeschw. 


1 1 (331,9) | 331,77 | 1 331,9 
2. Stickstoff . . .| 1,0170 | 1,0173 || 337,55 | 337,64 | 1,0171 | 337,6 
3. Sauerstoff . . .| 0,9510 | 0,9512 315,64 | 315,71 | 0,9511 | 315,7 
4. Wasserstoff . .| 3,02 — | 1226 || 3,692 | 1226 
5. Kohlenoxyd . .| 1,0174 — | 337,68 | 1,0174 | 337,7 
6. ne 0,8871 | 294,82 | 294,43 | 0,8877 | 294,6 
7. Kohlendioxyd . 0,7761 257,49 | 257,59 | 0,7760 | 257,6 
8. Stickoxydul . . 0,7725 | 256,36 256,40 , 0,7725 | 256,4 
9. Schwefeldioxyd 0,6312 | 209,40 | 209,50 | 0,6310 | 209,4 
10. Ammoniak . . 1,2429 | 414,37 412,53 | 1,2457 | 413,5 
ll. Athylen. . . . 0,9536 | 316,34 316,50 | 0,9634 | 316,4 


12. Acetylen . . . 0,9851 | 327,46 | 327,00 | 0,9859 | 327,2 
| 39* 


| 
| 
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| 
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Die gute Übereinstimmung der Werte hinsichtlich der 
Röhrenweite wie hinsichtlich der Tonhöhe erübrigt eine theo- 
retische Reduktion und berechtigt zu dem Schluß, daß die 
gefundene Fortpflanzungsgeschwindigkeit für den freien Raum 
gilt. 


Theoretischer Teil. 


1. Staubfiguren. 


a) Wenn über eine Staubfläche eine Schallwelle von hin- 
länglicher Intensität fortschreitet, so wird der Staub auf- 
gewirbelt und bildet einzelne Staubrippen, die stets senk- 
recht zur Fortschreitungsrichtung verlaufen. Diese letzte 
Bemerkung verdient besondere Beachtung! Geht der Schall 
z. B. von einer punktförmigen Schallquelle, etwa einem elek- 
trischen Funken aus, so bilden sich um diesen als Mittel- 
punkt konzentrische Staubringe, was der Kugelgestalt der 
Schallwelle entspricht. Pflanzt sich der Schall in einer Röhre 
fort, so entstehen dagegen geradlinige Rippen senkrecht zur 
_Réhrenachse, entsprechend der ebenen Wellenfläche des Schalles. 
Wird die Schallwelle reflektiert, so bleibt der Staub in den 
Knotenpunkten unbewegt und zeigt in den Wellenbäuchen 
die Rippung. Dabei wandern während des Tönens von einer 
bestimmten Stelle des Bauches aus die Staublamellen zu den 
Knoten, und zwar um so schneller und vollkommener, je 
größer die Resonanz ist, je stärker also die Bewegungsvorgänge 
in den Wellenbäuchen und die Dichteunterschiede in den 
Knoten sind. Aus dem Gesagten geht hervor, daß weder die 
Verdiehtungen noch die Verdünnungen, sondern vielmehr die 
Luftströmungen in den Wellenbäuchen die Ursache des Auf- 
wirbelns und der Rippenbildung sind. Um die Knotenpunkte 
bilden sich Staubringe von elliptischer Form, deren Durch- 
messer in Richtung der Röhrenachse um so größer und in 
Richtung senkrecht zur Röhrenachse um so kleiner ist, je 
schwächer die Resonanz und je größer die Wellenlänge ist, 
so daß bei schwacher Intensität des Tones, zumal bei großer 
Wellenlänge und weiten Röhren, die größte Achse der Ellipse 
in Richtung der Röhrenachse, dagegen bei hinlänglicher Stärke 
der Intensität in der dazu senkrechten Richtung verläuft. 
Innerhalb dieser elliptischen Ringe bleibt der Staub unbewegt 
liegen. Da die Stärke der Luftstrémungen und damit der 
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aufwirbelnden Kraft von den Bäuchen nach den Knoten kon- 
tinuierlich abnimmt, so ist es klar, daß bei gleicher Amplitude 
von Tönen verschiedener Schwingungszahl in demselben Gase 
oder desselben Tones in verschiedenen Gasen der größeren 
Wellenlänge der größere Ringdurchmesser und der kürzeren 
Wellenlänge der kleinere Ringdurchmesser in Richtung der 
Röhrenachse entsprechen muß. Bei der außerordentlichen 
Intensität des Tones, wie sie durch die von mir benutzte Art 
der Erregung erzielt wird, betrug bei dem tieferen Tone das 
Minimum des beobachteten Knotendurchmessers in der Längs- 
richtung bei kieselsaurem Kupfer 3—5 mm. Die Staubringe 
waren nur schwach ausgebildet und stiegen eine beträcht- 
liche Strecke auf beiden Seiten an der Röhrenwandung hinauf. 
In demselben Maße, wie die Resonanz geschwächt wurde 
durch ungenaue Einstellung der reflektierenden Wand oder 
durch schwächere Erregung des Tones, wurden die Durch- 
messer der Knotenringe in Richtung der Röhrenachse größer 
und diejenigen in der dazu senkrechten Richtung - kleiner. 
Der Staub wanderte aus den Bäuchen unsymmetrisch nach 
beiden Seiten bis zu diesen feinen Staubringen und bildete 
dort stärkere oder schwächere, nach den Knoten zu scharf 
begrenzte Staubhäufchen, so daß die Figuren das Aussehen 
von Taf. XIII erhielten; dabei ist meistens der Knotenpunkt 
durch eine Staubanhäufung nur einerseits begrenzt, zumal 
in engeren Röhren wandert fast sämtlicher Staub innerhalb 
einer halben Wellenlänge nach der Richtung des reflektierenden 
Stempels bis zum Knotenpunkt, so daß in der Röhre nur 
einseitig begrenzte Knotenpunkte vorhanden sind, wie diese 
bereits Dörsing (44) in Luft beobachtet hat. Die Staub- 
ringe sind meistens so fein, daß sie auf den Kopien nicht 
sichtbar sind. Bei dem höheren Ton war die Intensität 
anfangs geringer, und daher bildeten sich die auch sonst 
von anderen Autoren meist beobachteten Figuren, wie sie 
Tai. XIV, Fig. 1 zeigt. Später erzielte ich durch stärkere 
Intensität auch hier wiederum die durch Staubanhäufungen 
an den Knotenpunkten charakterisierten Figuren (vgl. 
Taf. XIV, Fig. 2). Die Ausbildung der einzelnen Figuren 
variiert außerdem etwas mit der Entfernung von der Ton- 
quelle. Während die Staubanhäufungen bei den ersten 
Knotenpunkten die einseitige Begrenzung am vollkom- 
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mensten zeigen, beobachtet man bei den letzten Knoten- 
punkten vor der reflektierenden Wand häufiger beiderseitige 
Begrenzungen durch Staubansammlungen, d. h. also, wäh- 
rend stets im Anfang der Röhre die Staubansammlungen 
auf der Seite der schwingenden Membran weitaus stärker sind, 
kann man gegen das Ende der Röhre hin zuweilen fast gleich 
starke Anhäufungen zu beiden Seiten des Knotenpunktes 
beobachten. Diese Erscheinungen deuten auf eine Unsym- 
metrie der Schwingungen in Richtung der Röhrenachse hin. 
Auch die Durchmesser der Knotenpunkte sind nicht an allen 
Stellen der Röhre ganz gleich, sondern scheinen gegen das 
Ende hin etwas abzunehmen. 


b) Eine besonders eigentümliche Erscheinung sind die 
sogenannten Rippen oder Querleisten in den Wellenbäuchen, 
wie sie von Kundt (3), Dvofäk (10), Neesen (16), Robin- 
son (33, 34) und anderen beschrieben sind. Ist die Intensität 
des Tones groß genug und das Pulver genügend fein und 
leicht, so bilden sieh während des Tönens in den Bäuchen 
senkrecht zur Röhrenachse dünne, stehende Lamellen von 
variablem Abstand und verschiedener Größe, die in seitlicher 
Ansicht folgende Form haben: Mt: Beim Verklingen 
des Tones fallen diese in sich zusammen und bilden dadurch 
die Staubrippen (vgl. Taf. XIIT). Ihr Aussehen hinsichtlich ihrer 
Breite und Höhe bzw. Stärke variiert mit dem spezifischen 
Gewicht des Pulvers, der Intensität der stehenden Welle und 
ihrer Entfernung vom Knotenpunkt innerhalb einer halben 
Wellenlänge. An einer bestimmten mittleren Stelle des Wellen- 
bauches sind sie stets am breitesten und höchsten und nehmen 
nach dem Knoten zu an Breite wie an Höhe ab. Dabei be- 
finden sich oft zwischen den stärkeren Hauptrippen bedeutend 
schwächere Nebenrippen. In derselben Weise wie die Größe 
variiert auch ihr gegenseitiger Abstand. Je schwächer die 
Rippen sind, um so geringer ist ihr Abstand. Dieses bezieht 
sich jedoch zunächst nur auf Rippen aus demselben Pulver 
innerhalb einer halben Wellenlänge. Eine schwächere Lamelle 
zwischen zwei stärkeren liegt der kleineren von diesen näher 
als der größeren. Kundt (3) glaubt dieses Auftreten von 
schwächeren Rippen auf das Vorhandensein von Oberténen 
zurückführen zu können. Während mit Korkfeilicht die La- 
mellen fast bei beliebiger Einstellung des reflektierenden 
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Stempels entstehen, werden spezifisch schwerere Pulver, wie 
Kieselsäure und kieselsaures Kupfer, nur bewegt, wenn am 
erregenden wie am reflektierenden Ende ein Knotenpunkt 
liegt. An den Lamellen aus Korkmehl kann man einen merk- 
würdigen Vorgang dann beobachten, wenn der Staub bei be- 
liebiger Einstellung des reflektierenden Stempels während des 
Tönens nicht nach dem Knotenpunkte wandert. Die ein- 
zelnen Lamellen bleiben fast unbeweglich stehen, nur zu- 
weilen vereinigen sich an einer Stelle plötzlich zwei Lamellen; 
oft geht auch nur ein Teil einer Lamelle zur nächsten über, 
wodurch natürlich diese entsprechend größer, die andere aber 
kleiner wird. 


Wie diese Staublamellen und Rippen zustande kommen, 
darüber sind von den verschiedensten Forschern Theorien 
aufgestellt worden. Schellbach und Boehm (38), die be- 
sonders die Rippungen untersucht haben, wie sie durch elek- 
trische Funken hervorgerufen werden, glauben sie einfach 
durch die fortwehende Kraft von Verdichtungswellen erklären 
zu können. ,,Augenscheinlich wirkt die vom Funken aus- 
gehende Verdichtungswelle nur so wie ein Windstoß, der über 
eine große Grundfläche fährt. Die Welle schiebt den Staub 
vor sich her; ist sie nicht mehr imstande, ihn zu bewegen, 
so schreitet sie über den angehäuften Ring fort, und der Vor- 
gang wiederholt sich, solange die Welle Intensität genug be- 
sitzt.‘“ Bei dieser Erklärung, die sich mit der von Dvofäk (10) 
berührt, sind nicht die Verhältnisse bei stehenden Wellen 
und die oben beschriebene Erscheinung der Staublamellen 
berücksichtigt worden. Dvof&k führt die Bildung der Rippen 
auf ungleiche Verteilung des Staubes zurück, wodurch an 
einigen Stellen der Staub nieht aufgewirbelt werde und hier 
der niedersinkende Staub hängen bleibe. Die Schichten in der 
Röhre sollen sich nur bilden, wenn vorher der Staub schon 
als Rippen auf dem Boden lag. Dieses widerspricht aber 
gänzlich den Beobachtungen. Auch wenn sämtlieher Staub 
aufgewirbelt wird, bilden sich die Schiehten, und aus diesen 
erst, wie oben beschrieben, die Rippen. Überhaupt ist die 
Erscheinung viel zu regelmäßig, als daß sie von solchen Zu- 
filligkeiten abhängen könnte. Eine mathematische Theorie 
hat Bourget (9) aufgestellt. Er führt die Entstehung der 
Rippen auf Obertöne zurück. Diese Theorie ist von Neesen (16) 
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eingehend diskutiert und geprüft worden; seine Resultate 
waren aber völlig negativ. Auch von Kundt (3) sind schon 
gewichtige Gründe gegen diese Theorie vorgebracht worden. 
Schließlich bleibt noch die Theorie von W. Koenig (21) zu er- 
wähnen, die bis jetzt wohl die größte Wahrscheinlichkeit hat. 
Nach ihm entstehen die Rippen durch hydrodynamische Kräfte, 
wie solche auf Kugeln in einem Flüssigkeitsstrom einwirken. 
Kugeln, deren Zentralen senkrecht zur Stromrichtung stehen, 
ziehen sich gegenseitig an, während Kugeln mit parallel zur 
Stromrichtung verlaufenden Zentralen sich gegenseitig ab- 
stoßen. Koenig hat auf Grund dieser Anschauung mathe- 
matisch die Abhängigkeit der Rippenabstände von der Ampli- 
tude berechnet. Experimente!! ist diese Theorie von Marsh 
und Nottage!) und besonders von J. Robinson (33, 34, 36, 37) 
durch eine Reihe von Arbeiten geprüft und theoretisch weiter- 
geführt worden. Besonderes Interesse beansprucht der Um- 
stand, daß es ihm gelungen ist, bei Lamellen aus Eisenfeilicht 
die hydrodynamischen Kräfte durch ponderomotorische eines 
Magnetfeldes zu beeinflussen. Indem er um das Wellenrohr, 
welches Eisenfeilicht enthielt, mittels eines elektrodynami- 
schen Solenoids ein Magnetfeld erzeugte, erfuhren die Rippen 
eine Deformation. Leider gibt er nicht an, worin diese Defor- 
mation bestand. Er berechnet für die Feldstärke H, welche 
auf die einzelnen Eisenteilchen wirkt, den Ausdruck: 


H=a-Y2no-n-a, 


wo o die Dichte des Fluidums zwischen den Kugeln, n die 
Schwingungszahl des Tones und a die Amplitude der schwin- 
genden Teilchen bezeichnet. Darnach müßte H mit wachsender 
Schwingungszahl zunehmen, während seine Beobachtungen das 
Gegenteil ergeben! Für den gegenseitigen Abstand der ein- 
zelnen Rippen als Funktion der Strömungsgeschwindigkeit des 
umgebenden Mediums hat Robinson eine Formel aus der 
Theorie von Koenig entwickelt, die folgende Gestalt hat: 


u, 2 
WO 4,,-41 der Abstand zwischen der r- und (r + 1)-Rippe 


1) Marsh u. Nottage, Phys. Soc. 14. Marz 1911. 
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ist, und w, die Strömungsgeschwindigkeit an den entsprechen- 
den Stellen. Diese Gleichung hat Robinson durch einige 
Messungen geprüft und glaubt sie in etwas bestätigt gefunden 
ga haben. Doch kann die obige Gleichung schon deshalb 
nicht richtig sein, weil er bei der Herleitung eine vereinfachende 
Voraussetzung macht, die mir nicht zu Recht zu bestehen 
scheint. Er berechnet für die hydrodynamische Kraft, welche 
von der Rippe A, auf die Rippe A, im Abstande a,,, ausgeübt 
wird, den Ausdruck: 


F, m, 
und fiir die Kraft, welche die Rippe A, auf die Rippe A, im 
Abstande a, , ausübt: 


a>, 


dabei sind n, und mg die Anzahl der kleinen Staubkugeln in 
einer Rippe, o ist die Dichte des Gases, R der Radius der 
Kugeln, w,, w,, ws sind die Geschwindigkeiten der Luftteilchen 
an den Stellen A,, As, A, resp. Da diese Kräfte F, und F, 
im Gleichgewicht sind, so folgt: 


3 
01,2 a> 


Robinson setzt nun voraus: n, = ng. Dieses ist aber offen- 
bar nicht erlaubt, da die einzelnen Rippen ganz bedeutende 
Unterschiede in ihrer Größe zeigen. Lassen wir also diese 
Voraussetzung nicht bestehen, so wird: 


(men. 


Für die übrigen Rippen ergeben sich entsprechende Glei- 
chungen: 


- 


; usw. 


a9 g W N 


schließlich : 
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Bildet man das Produkt aus allen diesen Gleichungen, so wird: 


1,2 1 2 N," Ny 
Da man in Anbetracht des geringen Abstandes benachbarter 
Rippen relativ zur. ganzen Wellenlänge w, = wr41, W = 
setzen kann, so erhält man daraus: 
(©) 

W, Ny * Ny 
statt der von Robinson gegebenen Formel (a). Setzt man 
in Gleichung (b) ebenfalls w, = w,, so gibt diese: 


d. h. aber: Die dritten Potenzen der Abstände benachbarter 
Rippen verhalten sich wie die relativen Mengen des Pulvers, 
welches die einzelnen Rippen enthalten. Dieses entspricht 
ganz den oben angeführten Beobachtungen, daß die Abstände 
der Rippen um so größer sind, je stärker sie sind, d. h. je 
mehr Staub sie enthalten. Eine quantitative Prüfung der 
Gleichung (d) dürfte allerdings unmöglich sein. Daß nun die 
Stärke der Rippen von den Wellenbäuchen nach den Knoten 
oder bei nur fortschreitenden Wellen mit der Entfernung 
von der Tonquelle abnimmt, erklärt sich nach (ce) daraus, daß 
die Intensität der Luftströmung und somit die Menge des 
aufgewirbelten Staubes einerseits und die Amplitude der Luft- 
teilchen andererseits abnimmt. Infolgedessen werden die ein- 
zelnen Rippen kleiner und auch aus diesem Grunde ihre Ab- 
stände geringer. So könnte man den variablen Abstand der 
Rippen an derselben Stelle oder an entsprechenden Stellen 
nach der Koenigschen Theorie aus ihrer verschiedenen Größe 
erklären; an Stellen verschiedener Geschwindigkeit müßten 
aber gemäß Formel (c) die Abstände in stärkerem Maße zu- 
bzw. abnehmen, als dieses der Robinsonschen Gleichung (a) 
entspräche. Es bliebe dann aber noch zu erklären, worauf 
das Auftreten so bedeutend schwächerer Rippen unmittelbar 
neben den größten beruht. Robinson (86) hat ferner ex- 
perimentell untersucht, inwiefern der Abstand der Rippen 
von der Schwingungszahl des Tones abhängt, und ge 
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funden, daß wenigstens bei feinem Pulver ein Einfluß der 
Tonhöhe auf den Rippenabstand nicht besteht. Dieses 
ist schon früher von Neesen (16) festgestellt worden. Bei 
grobem Pulver werden die Rippenabstände dagegen nach 
Robinson bei tieferen Tönen etwas größer. Was schließlich 
den Einfluß der Tonstärke anbetrifft, so findet Robinson (86) 
gleichfalls in Übereinstimmung mit Neesen (16) eine be- 
trächtliche Variation des Rippenabstandes mit der Verände- 
rung der Intensität des Tones, was wiederum mit Gleichung (c) 
und (d) übereinstimmt. W.Koenig (35) hat auf der 83. Versamm- 
lung Deutscher Naturforscher und Ärzte 1911 ein Referat über 
den Stand seiner Theorie nach eigenen wie fremden Unter- 
suchungen gegeben. Aus dem Umstande, daß der Rippenab- 
stand bei einer fortschreitenden Welle in einer Röhre auf längere 
Strecken eine Abnahme zeigt, hat er mit Hilfe der Robinson- 
schen Formel (a) einen Absorptionskoeffizienten der Schallenergie 
berechnen wollen. Diese Versuche haben jedoch zu keinem Re- 
sultat geführt. Am Schluß seines Vortrages sagte er: „Beobachtet 
man aber den Verlauf einer Welle, die anfangs große Rippen- 
abstände bildet, durch eine Röhre von solcher Länge hin- 
durch, daß die Rippenbildung die hinteren Teile des Rohres 
gar nicht mehr erreicht, so findet man, daß das Erlöschen der 
Rippenbildung nicht mit einem immer engeren Zusammen- 
rücken der Rippen verbunden ist, sondern die Rippen werden 
undeutlich schon bei Abständen, die viel größer sind als die 
kleinen Abstände der feinen Rippen, die man mit anderen 
schwächeren Funken in großer Deutlichkeit erhalten kann. 
Daraus scheint mir der Schluß notwendig zu sein, daß für 
die Ausbildung der Rippen doch noch etwas anderes als die 
momentane oder die maximale Geschwindigkeit der Luft- 
teilchen allein maßgebend ist.“ Ich habe aber oben gezeigt, 
daß gemäß Gleichung (c) für die Rippenabstände außer der 
Geschwindigkeit (w) der Luftteilchen noch die Größe (n) der 
Rippen maßgebend sein muß. Inwieweit dieses zur Erklärung 
der beobachteten Erscheinung ausreicht, muß allerdings dahin- 
gestellt bleiben. 


c) Eine besondere Erscheinung tritt an den Staubfiguren 
in weiten Röhren auf, auf die zuerst R. Koenig (19) hin- 
gewiesen hat. Die Figuren, und insbesondere die Rippen, 
liegen nämlich nieht mehr senkrecht zur Röhrenachse, son- 
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dern schräg, und zwar wechselt sowohl Richtung wie Größe 
der seitlichen Drehung der Rippen in jeder halben Welle, 
J. Müller (26) hat dieses zuerst zu erklären versucht und 
führt als Ursache den dritten Oberton an. Die Erklärungs- 
weise ist jedoch offenkundig falsch, und kann ich sie daher 
ohne weiteres übergehen. Später hat F. A. Schulze (28) 
ebenfalls eine Erklärung versucht, indem er die Erscheinung 
auf eine Abnahme der Intensität des Schalles in der Röhre 
von der einen Wand zur anderen zurückführte. In speziellen 
Fällen ist das als eine sekundäre Ursache wohl richtig. Der 
unmittelbare Grund dieser Erscheinung ergibt sich aber ohne 
weiteres aus dem Umstande, daß die Rippen stets senk- 
recht zur Schwingungsrichtung der Luft liegen, wie dies oben 
angeführt wurde. Eine Schrägstellung derselben muß somit 
die Folge von schräg zur Röhrenachse liegenden Luftschwin- 
gungen sein. Diese Behauptung bestätigt sich, wenn man 
die speziellen Ursachen bestimmt; es sind nämlich sämtlich 
solche Umstände, die eine Unsymmetrie des schwingenden 
Systems bedingen, wie eine, wenn auch geringe Neigung der 
reflektierenden Wand gegen die Röhrenachse, seitliche Ver- 
schiebung der Tonquelle innerhalb des Réhrenquerschnittes? 


Fig. 1. 


unregelmäßige Spannung der verschlieBenden Membran und 
vor allem seitliche Öffnungen, wie z. B. Hahnansätze in der 
Röhrenwandung. Wenn der reflektierende Stempel nicht 
luftdieht schließt, so ist dann, wenn die Röhre hinter dem- 
selben offen ist, auch die seitliche Verschiebung desselben 
auf die Neigung der Rippen von starkem Einfluß. Läßt der 
Stempel an der einen Seite der Röhrenwandung einen schmalen 
Spalt, so entstehen auch bei genau zentraler Einstellung der 
Tonquelle schrägliegende Staubfiguren, die schematisch fol- 
gendes Aussehen, von oben betrachtet, zeigen. Innerhalb 
einer halben Welle haben alle Rippen nahezu gleiche Neigung: 
Dagegen wechselt ihre Neigung von Wellenbauch zu Wellen- 
bauch. Sobald man nun den Stempel gegen die andere Seite 
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der Röhre fest andrückt, springen die schrägen Staubfiguren 
in die entgegengesetzte Lage. Dieses gilt aber nur in dem 
Falle, daß die Röhre hinter dem Stempel offen ist; wird 
sie hier verschlossen, so wird, wenigstens unter den hier 
gegebenen Bedingungen eines sehr schmalen Spaltes an 
der Stempelfläche, der Einfluß desselben unmerklich. Den 
stärksten und am schwierigsten zu beseitigenden Einfluß aber 
haben die seitlichen Hahnansätze, die der Einfüllung von 
Gasen dienen. Befindet sich ein solcher Hahnansatz an der 
Seite in der Nähe eines Knotenpunktes, so treten selbst bei 
geschlossenem Hahn starke Neigungen der Figuren auf. Dreht 
man die Röhren jedoch so herum, daß die Ansatzstelle des 
Hahnes senkrecht über den Staubfiguren liegt, so liegen die 
Rippen in ganz normaler Weise senkrecht zur Röhrenachse. 
Stellt man insbesondere den Stempel so, daß er unmittelbar 
vor die Öffnung eines seitlichen Hahnes kommt, so wird die 


Fig. 2. 


Neigung der Rippen besonders stark. Dabei sind die Rippen, 
welche sich vor dem Hahn befinden, gegen diesen hingedreht; 
die Rippen der nächsten Figur sind in derselben Richtung 
aber nur schwach gedreht. Darauf folgen stark, aber nach 
entgegengesetzter Seite gedrehte Rippen, und dann in der- 
selben Richtung, aber schwach gewendete Rippen und so fort, 
wie es die Figur zeigt. Die weniger geneigten Figuren, die 
oft fast völlig gerade liegen, sind etwas gegen die stärker ge- 


Fig. 3. 


neigten, die mit ihnen nach der gleichen Richtung gedreht 
sind, verschoben. Man kann eine Sinuskurve in der Röhre 
entlang legen, die in jedem Punkte senkrecht zu den Rippen 
verläuft und offenbar die Richtung der Luftschwingungen 
wiedergibt. Wenn vollends die seitlichen Hähne geöffnet 
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sind, so wird die Neigung der Schwingungen gegen die Röhren- 
achse so bedeutend, daß die Rippen selbst ihre geradlinige 
Gestalt einbüßen, schwach gekrümmt werden und von Wellen- 
bauch zu Wellenbauch die Richtung ihrer Neigung ändern, 
Legt man wie oben eine Kurve so durch die Röhre, daß sie 
in jedem Punkte senkrecht zu den Rippen verläuft, so erhält 
man wiederum eine Sinuskurve, aber mit beträchtlich stärkerer 
Krümmung. Während die Rippen also unmittelbar die 
Form der Wellenfläche veranschaulichen, wird die Schwin- 
gungsrichtung in jedem Punkte eines bestimmten Querschnittes 
der Röhre durch die Normale in dem Rippenpunkte, welcher 
diesem Querschnitt angehört, bestimmt. Es ist evident, daß 
die beschriebenen Erscheinungen in weiten Röhren viel leichter 
und stärker hervortreten müssen als in engen Röhren. Be- 
sonders wichtig ist es, daß man auch in sehr weiten Röhren 
völlig gerade Figuren erhält, wenn man die vorgenannten 
Umstände vermeidet. So wurde der Stempel bei meinen Ver- 
suchen stets vor dem hinteren Hahnansatz eingestellt, so daß 
eine Wirkung dieses auf die Schwingungen unmöglich war. 
Außerdem habe ich ein nicht zu enges Kapillarröhrehen 
mit Siegellack in den vorderen Hahnansatz gekittet, damit 
das schädliche Volumen desselben auf ein Minimum re- 
duziert wurde. Die Lage der Röhren war zudem stets so, 
daß die Hähne senkrecht nach oben über den Staubfiguren 
standen. 

Aus den Beobachtungen über die schrägliegenden Staub- 
figuren kann man eine wichtige Folgerung für die Quincke- 
sche Resonanzmethode ziehen. Wenn nämlich in einer Röhre 
schon bei kurzem und geschlossenem seitlichen Röhrenansatz, 
der sich in der Nähe eines Knötenpunktes befindet, schräge 
Schwingungen auftreten, so muß dieses offenbar in viel stär- 
kerem Maße der Fall in den Quinckeschen Resonanzröhren 
sein. Denn bei diesen befindet sich unmittelbar unter dem 
seitlichen Hörrohr ein Knotenpunkt, wenn man auf maximale 
Resonanz einstellt. Daraus folgt, daß diese Methode keine 
genauen Resultate geben kann, da eine genaue Einstellung 
auf das Minimum der Resonanz nicht möglich ist. 

Außer der betrachteten seitlichen Unsymmetrie tritt zu- 
weilen eine Unsymmetrie in der Richtung der Längsachse 
auf, die dadurch charakterisiert ist, daß die Staubanhäufungen 
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in regelmäßiger Abwechslung auf verschiedenen Seiten der 
Knotenpunkte auftreten. So können z. B. bei den ersten 
Wellen im Anfang der Röhre die Staubhäufchen auf der Seite 
der Tonquelle liegen, während die Knoten von der anderen 
Seite nur schwach oder gar nicht begrenzt sind. Weiterhin 
folgen dann Knotenpunkte mit beiderseitiger Begrenzung 
durch fast gleich starke Staubhäufchen, und bei den folgenden 
Figuren liegen diese nur von der Tonquelle abgekehrt, und 
das kann sich so mehrere Male wiederholen. Ich glaube, 
daß entsprechend wie jene schrägliegenden Rippen dureh Nei- 
gung der Schwingungen gegen die Röhrenachse in der Hori- 
zontalebene entstehen, so diese Unsymmetrie in Richtung 
der Längsachse durch Neigung der Schwingungen in der 
Vertikalebene entsteht. 


2. Einfluß der Röhrenwandung auf die Schallgeschwindigkeit. 


Bekanntlich ist schon zu Anfang des vorigen Jahrhunderts 
durch verschiedene Forscher die Beobachtung gemacht worden, 
daß die Schallgeschwindigkeit in Röhren nicht mit der im 
freien Raum übereinstimmt, sondern von ihr um so mehr 
abweicht, je enger die Röhre ist. Diese Beobachtungen haben 
Helmholtz (5) zu einer Theorie veranlaßt, nach der die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in Röhren eine 
Verringerung erfährt durch die innere Reibung des Gases. 
Diese Theorie ist später von Kirchhoff (8) noch ergänzt 
worden, indem er außer der Reibung auch die Wärmeleitung 
in die Theorie einfiihrte. Das Ergebnis der Theorie ist fol- 
gende Gleichung: 

(5) u-..(1- 
wo u die Schallgeschwindigkeit in der Röhre, v diejenige im 
freien Raum, r der Röhrenradius, n die Schwingungszahl des 
Tones und y eine Konstante ist, die nach Kirchhoff folgenden 


Wert hat: 


wo n der Koeffizient der inneren Reibung, A der Koeffizient 
der Wärmeleitung, @ die Dichte, s die spezifische Wärme bei 
konstantem Druck, a die Schallgeschwindigkeit nach La- 
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place, b die Schallgeschwindigkeit nach Newton ist. Es 
sind seit Aufstellung dieser Gleichung mannigfache Unter- 
suchungen zur Prüfung dieser Theorie angestellt worden, die 
aber fast sämtlich zu dem Ergebnis geführt haben, daß die 
Beziehungen, wie sie durch Gleichung (5) ausgedrückt werden, 
nicht hinreichend streng und allgemein gültig sind. Während 
einige Versuche, wie besonders die von H. Kayser (11) und 
J. W. Low (20) zu dem Schluß führten, daß die Kirchhoff- 
sche Gleichung ihrer Form nach richtig und nur der theoretische 
Wert der Konstanten (y) zu klein ist, haben andere Arbeiten 
auch dieses nicht bestätigen können, vielmehr ist nach See- 
beck (7) und Schneebeli (6) die Abhängigkeit von der 
Tonhöhe eine andere, als sie der Kirchhoffschen Formel 
entspricht. Seebeck kommt zu folgendem Resultat: „Die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit in Röhren ist abhängig von 
der Tonhöhe, derart, daß sie geringer ist für tiefere Töne als 
für höhere Töne. Dagegen entspricht die Schallgeschwindig- 
keit in Röhren nicht der von Kirchhoff berechneten Formel, 
weil der Verlust an Schallgeschwindigkeit nicht, wie es diese 
Formel verlangt, umgekehrt proportional der Quadratwurzel 
aus der Schwingungszahl ist. Es scheint vielmehr, als ob 
dieser Verlust umgekehrt proportional der 3/2. Potenz der 
Schwingungszahl wäre.“ Auch Kundt (4) ist in seinen sehr 
eingehenden Untersuchungen über die Verringerung der Schall- 
geschwindigkeit in Röhren zu dem Resultat gekommen, daß 
die Kirchhoffsche Formel weder bei weitem noch bei kleinem 
Durchmesser mit den Versuchsergebnissen übereinstimmen. 
Dem entsprechen die in neuerer Zeit von Müller (26) und 
J. Sturm (27) nach der Methode der Kundtschen Staub- 
figuren in Luft gefundenen Resultate, daß die Kirchhoffsche 
Formel nicht richtig sei. J. Sturm sagt am Schluß seiner 
Arbeit: „Die Formel ist nicht richtig, sowohl für die Röhren- 
weite wie für die Tonhöhe; y ist keine Konstante, und viel 
zu klein“. Er glaubt, daß die Abweichungen darin ihre Ur- 
sache haben, daß Kirchhoff in seiner Theorie nur die innere 
Reibung und Wärmeleitung berücksichtigt und nicht die Rei- 
bung und den Wärmeaustausch an der Röhrenwandung. Da 
es mir unverständlich war, wie allein innere Reibung und 
Wärmeleitung eines Gases, die doch im freien Raum genau 
so vorhanden sind wie innerhalb einer Röhre, eine Verände- 
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rung gegenüber den Erscheinungen im freien Raum bedingen 
könnten, so habe ich mich davon überzeugt, daß Kirchhoff 
in seiner Arbeit die Voraussetzung macht, daß die Röhren- 
wandung konstante Temperatur habe und die Gasteilchen 
an ihr festhaften, d. h. also, daß die Reibung an der Röhren- 
wandung und die Wärmekapazität der Wandung unendlich 
groß sind. In Wirklichkeit liegen demnach natürlich die Ver- 
hältnisse so, daß die innere Reibung und Wärmeleitung des 
Gases im freien Raum verhindert, daß der Schalleitungs- 
vorgang streng adiabatisch ist, wie es die Laplacesche Formel 
für die Schallgeschwindigkeit voraussetzt, woraus Abweichungen 
der beobachteten Werte im freien Raum von der Laplace- 
schen Gleichung sich ergeben könnten. Jedoch sind diese so 
gering, daß sie nicht sicher festgestellt werden können. Be- 
findet sich aber das Gas in einer Röhre, so wird durch den 
Einfluß der Röhrenwandung vermittelst der inneren Reibung 
und Wärmeleitung nach der Kirchhoffschen Theorie die 
Abweichung gegenüber dem fast streng adiabatischen Vor- 
gang im freien Raum so groß, daß sie die Messungsresultate 
der Schallgeschwindigkeit in Röhren verändert. Wegen der 
einfachen Voraussetzung über die Größe der Reibung und 
Wärmeleitung an der Röhrenwandung, daß diese nämlich, 
wie gesagt, unendlich groß sind, vereinfacht sich die Theorie 
dann so, daß in der endgültigen Formel nur die Koeffizienten 
der inneren Reibung und Wärmeleitung vorkommen, was 
wohl zu der irrigen Vorstellung geführt hat, daß Kirchhoff 
diese allein berücksichtigt habe. Schon Kundt hat bei seinen 
Versuchen die Beobachtung gemacht, daß die Abnahme der 
Sehallgeschwindigkeit in Röhren stärker ist, als es der Kirch- 
hoffschen Theorie nach mit dem reziproken Werte des Radius 
sein müßte. Kirchhoff (8) nimmt als Grund dafür an, daß 
die Longitudinaltöne der Stäbe keine einfachen Töne sind, 
sondern von Obertönen begleitet werden. Er sagt am Schluß 
seiner Arbeit darüber: „Der einfache Ton, dem die beob- 
achtete Schallgeschwindigkeit entspräche, könnte daher nicht 
genau mit dem Grundton des Stabes übereinstimmen, son- 
dern müßte höher sein, um so höher, je stärker die Obertöne 
im Verhältnis zum Grundton wären; dieses Verhältnis aber 
hätte vielleicht verschiedene Werte bei den Röhren von ver- 
schiedenem Durchmesser. ...Der Wert von » (Wärme- 
Annalen der Physik. IV. Folge. 48. 40 
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leitungskoeffizient) ist aber vielleicht erheblich größer (als 
er von Maxwell berechnet ist), da die Maxwellsche Theorie 
auf die Wärmestrahlung keine Rücksicht nimmt‘. Abgesehen 
davon, daß mir die Obertöne von longitudinal schwingenden 
Stäben äußerst schwach zu sein scheinen, da sich bei Aufzeich- 
nungen der Schwingungen von ihnen keine Spur zeigt, müßte auch 
dadurch, daß, wie Kirchhoff sagt, der Ton durch die Obertöne 
gewissermaßen erhöht wird, die Verzögerung nach der Formel 
noch geringer werden, während sie in Wirklichkeit bedeutend 
größer ist, als die Formel angibt. Zudem sind von Kayser (11) 
und Sturm (27) transversal schwingende Stäbe und bei den Ar- 
beiten nach der Quinckeschen Resonanzmethode nur Stimm- 
gabeln als Tonquelle benutzt worden. Da ferner Kirchhoff in 
seiner Theorie die Reibung an der Röhrenwandung unendlich 
groß annimmt, so könnte in Anbetracht des überwiegenden Ein- 
flusses der Reibung, wie er durch die Versuche von Müller (26) 
und Sturm (27) dargetan ist, die Schallgeschwindigkeit in 
Röhren doch höchstens größer sein, als es der Kirchhoff- 
schen Formel entspricht. Nun ist aber schon unter gewöhn- 
lichen Verhältnissen bei glatten Glasröhren nach Kundt (4) 
und anderen die Schallgeschwindigkeit geringer und wird 
nach Müller (26) und Sturm (27) noch ganz bedeutend herab- 
gedrückt, wenn man die Röhre mit feuchtem Semen Lycopodii, 
Sand oder gar dickem Tuch auskleidet. Der Einfluß der Rei- 
bung an der Röhrenwand zeigt sich auch besonders schön 
in den Versuchen von Fr. Schaumburg (18), der nicht nur 
Glasröhren, sondern auch solche von Holz, und zwar von 
dreieckigem und quadratischem Querschnitt mit gleichen 
Flächeninhalten in verschiedenen Lagen benutzt hat. Sein 
Hauptresultat ist folgendes: „Bei gleichem Flächeninhalt 
der Querschnitte verschiedener Röhren ist die Schallgeschwin- 
digkeit für den kreisrunden Querschnitt am größten, für den 
quadratischen am kleinsten, und sie wird um so größer, je 
mehr sich der Querschnitt dem Kreis nähert.‘ Alle diese Re- 
sultate experimenteller Untersuchungen sprechen dafür, daß 
die Kirchhoffsche Theorie zur Erklärung der Verzögerung 
des Schalles in Röhren nicht ausreicht. Kirchhoff kommt 
in seiner Arbeit zunächst zu dem Ergebnis, daß Wärme- 
leitung und Reibung hauptsächlich die Amplitude der Schwin- 
gungen beeinflussen, während die Einwirkung auf die Ver- 


de 
ul 
ul 
E 
fo 
| D 
u 
P 
E 
d 


Bestimmung der Schallgeschwindigkeit usw. 627 


zögerung der Schallgeschwindigkeit im freien Raum nach 
der Theorie überhaupt nicht merklich ist und in Röhren nur 
unter seinen ganz extremen Voraussetzungen über die Reibung 
und Wärmeleitung an der Röhrenwandung einen merklichen 
Einfluß auf die Messungsresultate gewinnt. Ich führe im 
folgenden einige Bemerkungen zu diesem Problem von 
Dulong (1) an, die er im Anschluß an seine Untersuch- 
ungen in Orgelpfeifen machte, weil sie mir in manchen 
Punkten sehr richtige Vorstellungen zu enthalten scheinen. 
Er sagt: „Alle diese Beobachtungen stimmen darin überein, 
daß sie die Schallgeschwindigkeit zu klein angeben. Übrigens 
sieht man, daß der Fehler beinahe gleich ist bei den tiefen 
und bei den hohen Tönen, und diese Bemerkung reicht hin, 
um die Idee zu entfernen, als rühre er davon her, daß die 
Luftsäule Wärme durch die Wände der Röhre verloren oder 
erhalten habe; denn wenn dieser Einfluß merklich wäre, würde 
er bei den tieferen Tönen beträchtlicher gewesen sein, da diese, 
als von langsameren Schwingungen hervorgebracht, längere 
Zeit hindurch der Einwirkung der verzögernden Ursache aus- 
gesetzt wären.‘ Weiterhin schreibt er dann: ‚Wir haben schon 
als der Erfahrung zuwider die Annahme verworfen, daß die 
Wände der Pfeife auf die Temperatur der Luftsäule während 
der verschiedenen Perioden ihrer Oszillation von Einfluß ge- 
wesen seien. Wird aber, wie es nach Hrn. Poisson bei einem 
starren Mittel der Fall ist, die Schallgeschwindigkeit in einer 
abgesonderten Säule eines elastischen Fluidums geringer sein 
als in einer nach allen Richtungen unbegrenzten Masse der- 
selben Flüssigkeit? Die Verschiedenheit der Konstitution der 
starren und gasigen Körper gibt dieser Vermutung eine ge- 
ringe Wahrscheinlichkeit. Viel wahrscheinlicher scheint mir 
der Widerspruch, den wir zwischen den Resultaten der Theorie 
und denen der Erfahrung beobachtet haben, davon herzu- 
rühren, daß man in der mathematischen Theorie der Flöten 
voraussetzt, die Schwingungen geschähen parallel der Achse 
der Röhre, und senkrecht gegen diese finde keine Bewegung 
statt. Dies ist aber bei der gewöhnlich angewandten Art von 
Mundloch nicht der Fall, wovon Hr. Savart sich durch sehr 
eingehende Untersuchungen überzeugt hat. Aus der Gesamt- 
heit meiner Beobachtungen bin ich sehr zu glauben geneigt, 
daß die Knotenflächen, welche sich bei einer offenen Pfeife 
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bilden, nicht dieselbe Gestalt und örtliche Lage haben wie 
dann, wenn man nach Einschiebung des Stempels den näm- 
lichen Ton mit der Pfeife erhält.“ Er stellte ferner Unter- 
suchungen mit Stimmgabeln an, die in der Mitte vor einer 
Röhre zum Schwingen gebracht wurden und Resonanz in 
der Röhre hervorriefen. An die Zinke der Stimmgabel vor 
der Röhrenöffnung war eine Kupferscheibe gelötet. Das Er- 
gebnis war: „Auch diese Erschütterungsart, obgleich sie Schwin- 
gungen parallel der Achse hervorrufen muß, führt noch auf 
eine zu geringe Schallgeschwindigkeit‘‘. Dieses entspricht 
vollkommen den Beobachtungen bei dem Kundtschen Wellen- 
rohr. Insbesondere habe ich die Beobachtung gemacht, daß 
bei schrägliegenden Staubfiguren, wenn also die Schwingungen 
nicht parallel zur Röhrenachse waren, der Stempel bei Ein- 
stellung auf maximale Resonanz eine merklich geringere Ent- 
fernung von der Tonquelle hatte als bei Schwingungen parallel 
der Röhrenachse. Es ist daher ohne weiteres einleuchtend, 
zumal auf Grund des oben über schrägliegende Staubfiguren 
Gesagten, daß in diesem Falle die Kundtsche wie besonders 
auch die Quinckesche Methode zu kleine Werte für die 
Schallgeschwindigkeit ergeben muß. Darum scheint mir Du- 
long völlig recht zu haben, daß die Abweichung des be- 
rechneten Tones einer Pfeife von dem beobachteten zum 
größten Teil darauf zurückzuführen ist, daß die Schwingungen 
nieht überall parallel zur Achse erfolgen. Da aber die Ab- 
weichungen um so beträchtlicher sind, je schräger die Schwin- 
gungen liegen, so muß auch bei weiten Pfeifen die Abweichung 
stärker sein als bei engen. Sollte aber die Verringerung der 
Schallgeschwindigkeit, sowohl hier wie auch bei den Schwin- 
gungen parallel zur Röhrenachse, im gewöhnlichen Resonanz- 
rohr nicht durch eine solche Verschiebung der Knotenpunkte 
gegeneinander bedingt sein, wie sie einerseits zum großen 
Teil durch schrägliegende Schwingungen und andererseits 
durch Abrahme der Schwingungsamplitude mit der Ent- 
fernung in der Röhre und durch unvollkommene Reflexion 
am geschlossenen oder offenen Ende der Röhre hervorgerufen 
werden muß? Meine mathematischen Untersuchungen hier- 
über haben mich zu dem überraschenden Resultat geführt, 
daß dieses in der Tat der Fall ist. Die gewöhnliche mathe- 
matische Theorie der stehenden Wellen ist sehr vereinfacht 
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gegenüber den wirklichen Verhältnissen, indem sie annimmt, 
daß in einem Resonanzrohre 1. die Schwingungen vollkommen 
parallel zur Achse verlaufen; 2. ihre Intensität mit der Ent- 
fernung unverändert, und 3. die Reflexion eine vollkommene 
ist. Unter diesen Voraussetzungen wird das Ergebnis, daß 
alle Knotenpunkte den gleichen Abstand voneinander haben, 
der genau gleich der halben Wellenlänge (4) eines Tones von 
bestimmter Schwingungszahl (n) ist. In einem Kundtschen 
Wellenrohre besteht nun normalerweise die erste Voraus- 
setzung zu Recht, nicht aber die zwei anderen, während für 
die Quinckesche Resonanzmethcde und besonders für Pfeifen 
auch die erste Voraussetzung nicht gültig ist. Daher rührt 
wohl auch zum großen Teil die Überlegenheit der Kundtschen 
Methode. Läßt man aber die zwei letzten Voraussetzungen 
fallen, nimmt man also an, daß die Schallintensität in der 
Röhre eine Absorption erfährt und außerdem die Reflexion 
nieht vollkommen ist, so ergibt die Theorie 1. eine Verschie- 
bung der einzelnen Knotenpunkte, die um so größer ist, je 
stärker die Absorption ist und je geringer die Reflexion ist; 
2. eine Verringerung der Rohrlänge bei maximaler Resonanz, 
wodurch eine scheinbare Verringerung der Schallgeschwindig- 
keit bedingt ist, die aber in Wirklichkeit nur auf einer Ver- 
schiebung der Knotenpunkte infolge einer Abnahme der Ampli- 
tude mit der Entfernung durch Absorption in der Röhre und 
infolge unvollkommener Reflexion beruht. Auf diese Weise 
erhält die Reibung und Wärmeleitung an der Röhrenwand 
und überhaupt alles, was irgendwie die Absorption von Schall- 
energie in der Röhre vermehrt, einen großen Einfluß auf die 
allerdings nur scheinbare Verringerung der Schallgeschwindig- 
keit, dem gegenüber der direkte Einfluß der Reibung und 
zumal der Wärmeleitung, wie er der Kirchhoffschen Theorie 
zugrunde liegt, wohl ganz zu vernachlässigen ist. Man kann 
zudem noch darauf hinweisen, daß die beim Schalleitungs- 
vorgang freiwerdende Wärmemenge tatsächlich ganz minimal 
ist. Während Warburg!) bei longitudinal tönenden festen 
Körpern eine Erwärmung bis zu 2° C mit einem Thermo- 
element gemessen hat, die in den Knoten größer ist als in den 
Bäuchen, hat er in Gasen keine Temperaturänderung_ fest- 


1) E. Warburg, Pogg. Ann. 187. p. 632. 1869. 
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stellen können, obgleich sein Thermoelement noch 0,02% ¢ 
zu erkennen gestattete. Demgegenüber hat zwar Dvofäe 
eine verhältnismäßig sehr starke Erwärmung der Luft beim 
Erzeugen stehender Wellen mit einem kleinen Luftthermo- 
meter gemessen; doch hat P. P. Koch (45) darauf hingewiesen, 
daß Dvoräe wohl mit seinem Luftthermometer nicht Wärme, 
sondern Druckeinflüsse gemessen hat. Auch P. P. Koch (45) 
selbst hat mit einem Bolometer, dessen Empfindlichkeit 0,002° ( 
überstieg, eine Temperaturänderung nicht feststellen können, 
obschon er Länge des Wellenrohres, Ort des Bolometers und 
Intensität der Tonquelle variierte. Erst K. Neuscheler (31) 
ist es gelungen, nach vielen vergeblichen und mühseligen Ver- 
suchen mit verschiedenen Bolometern, mit einem Wollaston- 
schen Drahtbolometer bei sehr tiefen Pfeifentönen von 33,5, 
100,5 und 167,5 Schwingungen und starkem Anblasedruck 
zu sicheren Resultaten zu gelangen, wenn sich der Bolometer- 
faden in dem Knoten am Ende der gedackten Pfeife befand, 
und zwar wurde die adiabatische Temperaturänderung hierbei 
zu 0,180° C und bei einem Bolometerdraht von anderer Dicke 
zu 0,124° C berechnet. Nach alledem ist es wohl berechtigt, 
mit Dulong einen direkten Einfluß der Wärmeleitung auf 
die Schallgeschwindigkeit in Gasen in Röhren wie auch im 
freien Raum als unmerklich klein zu betrachten. 


3. Stehende Wellen in Röhren. 


1. Ich stelle zunächst die Gleichung einer fortschreitenden 
harmonischen Schwingung auf und nehme an, daß die Ampli- 
tude (s) sich mit der Entfernung (x) nach dem Exponential- 
gesetz (e”®*) ändert. Diese Schwingungen mögen in einem 
bestimmten Punkte (z,) unvollkommen reflektiert werden. 
Den Reflexionskoeffizienten bezeichne ich mit r. Das Er- 
gebnis der Interferenz beider fortschreitenden Schwingungen 
ist eine stehende Welle, deren mathematischer Ausdruck 
gemäß dem Prinzip der Superposition durch die arithmetische 
Summe der beiden Gleichungen für Schwingung und reflek- 
tierte Schwingung gegeben wird. Durch Differentiation nach 
Zo bestimme ich sodann diejenigen Lagen des reflektierenden 
Punktes, bei denen die Schwingungen ein Extremum erreichen, 
d.h. maximale oder minimale Resonanz auftritt. 
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Da in Gasen den Sehwingungen Dichteunterschiede (4 @) 
entsprechen, so kann man die Gleichung des fortschreitenden 
Schalles schreiben: 


=) [x = 2 n] 


-bı , 
Setzt man: 
0; — = 4,0 
so wird: 


(1) Ao =s-e '-sinx(t— =). 


Wird dieser Schallstrahl im Punkte x = x, reflektiert, so 
wird die Gleichung des reflektierten Strahles: 
(2) Ag sin x(t 

Dieses gilt natürlieh nur für die Reflexion an einem dich- 
teren Medium. 

Allgemein erhält man die Gleichung der stehenden Welle 
durch Addition von (1) und (2): 


(3) 4 + \ 


Durch Entwieklung der Sinusfunktionen und entsprechende 
Zusammenfassung der einzelnen Glieder ergibt sich: 


—b — b(2a — 2) —b(2%)—2) 


— — x) 


2x x ‘ -bx 
-sinx 22. sin x=|-sin x 
a a a 


— b (2a — 2) 2% 


x x 
+r-e ‚sin cos x =| - cost. 


Setzt man nun: 


— b (2a - 2) 
e =A; r-e = B; 
(4*) 
— b(2a%— 


so folgt: 
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= [(4 + B)- cosx— + C- sin x =| - sin xt 
(4) 


[(4- B)-sine = +0. -cosxt. 
Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man setzt: 
s.|(4+ B)- cose = + C-sinx =] = §-cosx- £8, 
B)- sine +0: cosx =| = §-sinx-£. 
Dieses in (4) eingeführt ergibt: 


(5) 
Dabei ist: 


= st. + B°+0° 424: Be 000222 424.0. sin x 


(4 + B)+ C-tgx= 


Gleichung (4) zeigt, daß 4e, unabhängig von t und 2, als 
Funktion von z, ein Extremum hat, wenn B oder C ein solches 
hat, da A von z, unabhängig ist. Mithin erhält man als Be- 
dingungsgleichungen für die Extrema der Diehteänderung: 


dc 


Das ergibt auf Grund von (4*): 


dB ale= 29% cos x | 

a) —_ = Q, 
dx, dX, 
dc ale- sin» | 

b) — =r-elt =(, 
dz, da, 


a a a 
(6) a) tgx b) tgx 


a) 


b) 


oC 
(2 
| D 
: u 
! 
(A—B)- sin x — + cos x=. (4 —B)- tg x= +0 
‘ 
a a 

| 
| 

a) —2bre- copy — = 0, 

| (6*) 
b ging 2% 2# = 0), 
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oder 


a) cotg | 


(7°) b) 


 (0<aretg< 3). 
Diese Gleichungen geben also die Lage z, der reflektierenden 
Wand, bei denen die Dichteänderungen in der Röhre ein 
Extremum haben. Diese hängt also nur von der Wellenlänge (A) 
und dem Absorptionskoeffizienten (b) ab, dagegen nicht von 
der Intensität (s) der Tonquelle und der Stärke der Reflexion (r). 
Aus Gleichungen (7a) und (7b) erhält man unmittelbar: 


=(2m+ 


Um nun zu bestimmen, welche Gleichung die Maxima 
und welche die Minima ergibt, bildet man die zweiten Ab- 
leitungen: 

dB. d*C 
dat 


d 


a 


dx 


= sin x | ; 


a dx, 
sing — cos x |. 


Die Bedingungen der Gleichung (6*) lauten: 


a) +b- cosx + sing 0; 
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4 
— sine —* + 


2% = 
a a 


—x 
(8°) 9) = 
b) gin?” 2% 
a a 
a +Varb?+ 2’ +Ya* bt + x? 


Diese Beziehungen in die obigen Ausdrücke für die zweiten 
Differentialquotienten eingeführt ergibt): 


(? a a? +M 


2bx 


b 
a 


1) Die Glieder vor der Klammer kann man fortlassen, da die- 
selben stets positiv sind. 


684 
b 
- 0. 
oder: | 
2 
| a 
b-x = | x )’ 1 
a-sinx cos 2% 
a, ) y a +x 
cos x = sin x 
a a 
252 — a-b 2bx — x b 
a? Va?b! + x? a +x? a V + 
b? a+b 1 
= — —; 
sin x cos x 
a a 
2h? — x 2bx a+b 
a? Va" b* + x? a 
„eb. 1 
a 22% 
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Wir haben somit folgende Werte erhalten: 


d?B 1 
(8,8) 


(a,b) 
(b,a) 
(b,b) 


Daraus folgt: Da a, b, x positiv sind, so gibt I. die Bedin- 
gungsgleichung (8a) für B 
1. ein Maximum, wenn: 


sinx <0; > 0; 


2. ein Minimum, wenn: 
sin x 2% > 0; cosx = <0, 


JI. Die Gleichung (8b) gibt fir B 
1. ein Maximum, wenn: 


< 0; cos x <0; 
2. ein Minimum, wenn: 

2% 2%, 

sin« > 0; cosx—" > 0. 

Für C dagegen ergibt I. die Gleichung (8a) 

1. ein wenn: 

sin x <0; 2% >0; 
2. ein Minimum, wenn: 


2 a 


sinx = >0; cosx—° <Q. 


II. Die Gleichung (8b) ergibt 
1. ein Maximum, wenn: 


. 2 
sin > 0; 


a a 
d?B 2 1 1 
| 
sin x ——* 
=i a a 
" d?C 1 x-b 1 
= 6?. = — — - 
dz, sin x 1 cos =. 
a a 
d?’C x 1 x-b 1 
3 
| 
die- 2 
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2. ein Minimum, wenn: 


sin x <0; cos x <0. 
Also: (8a) ergibt fir B und C ein Maximum, wenn: 


sin x <0; COs x 


>0, 


im Falle ein 
(8b) ergibt für B ein Maximum, und zugleich für C 
ein Minimum, wenn: 


sinx < 0; cos x < 0 


et vice versa. 
Gemäß (8a) ist aber: 


=m-n — arctg 
Gemäß (8b) dagegen ist: 
2% 

a 


; (0 < arctg < 3). 


(0 <arcootg < =). 
Also: 
I. Gleichung (8a). 


Die Bedingung für das Für das Minimum von 
Maximum von B und C ist: | B und C ist: 


a 2 m; 


+ 2m'n; Dieses gibt entsprechend dem 
2m n+ $a <m-n- arg“ vorigen: 
<2a+2ms; 
da aber: | Mithin notwendig: 
0 < arctg< a(2m +1)=m-n 
so wird: m= 2m +1. 
+2m'n. 
Da aber m eine ganze Zahl 
ist, so folgt: 
2(m 


m = 2m,. 


n 
3 
9 
a-b ] 
x I 
I 
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II. Gleichung 8b. 


Die Bedingung für das 
Maximum von B und das Mi- 
nimum von © ist: 


Die Bedingung für das 
Minimum von B und das 
Maximum von C ist: 


20 
a 


a+2m.n 
+2m'n. 
Also auf Grund von (8b): 


2Zmn<x- +2mn; 


wiederum mit (8b) ergibt sich: 

m+n = (2m + 
m = 2m’ +1. 


m n=2m'n 
m = 2m,. 


Daraus folgt offenbar, daß die Gleichung (8a) die Lage des 

reflektierenden Punktes bei maximaler Resonanz gibt, wäh- 

rend Gleiehung (8b) wohl Nebenmaxima (oder -minima) gibt. 
Wir erhalten also aus Gleichung (8a) zwei Hauptmaxima: 
1. Hauptmaximum: m = 2 m,. 


(9) 


(10) 


0 


Für die Nebenmaxima gibt Gleichung (8b): 


” 
(11) 4, 


0 arcootg + m- 


0< arceotg < = - 


Den idealen Grenzfall erhält man, wenn man b=0; r=1 
setzt: 


9 
(10%) 
(11") 


d.h. Maximum der Resonanz tritt sowohl auf, wenn die 
Röhrenlänge eine ganze Anzahl halber Wellen beträgt, wie 
auch dann, wenn die Röhrenlänge eine ungerade Anzahl von 


2, = (2m +1):4; 


| 
rc 
a+b 
| ry =m:— —  arctg ——; 0 < arctg < 
4n x 2 
2. Hauptmaximum: m = 2m, + 1. 
yon 
a a+b : 
| 
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viertel Wellenlängen enthält. Im ersten Falle liegt in der 
Nähe der Tonquelle bei hinlänglich kleinem b ein Knoten- 
punkt, da an der reflektierenden Wand ein solcher sich be- 
findet. Im zweiten Fall der maximalen Resonanz — B und C 
Minima — liegt unter derselben Bedingung in der Nähe der 
Tonquelle ein Wellenbauch. Im Fall des Nebenmaximums 
endlich beträgt gleichfalls bei kleinem b der Abstand der 
Tonquelle von dem ersten Knotenpunkt etwas weniger als 
A/8 oder $A, und je größer b wird, um so mehr nähert sich 
dieser Abstand dem Betrag von A/4 bzw. 0, wie dieses aus 
(11) "unmittelbar zu erkennen ist. So erklärt sich also die 
von Kundt beobachtete Erscheinung, daß an der Tonquelle 
ein Knotenpunkt liegen kann bei maximaler Resonanz. 
Kundt (2) sagt dazu: „Merkwürdig bleibt es jedoch, daß 
sich ein Staubhäufchen und damit also auch ein Knoten- 
punkt der Luft an dem stoßenden Ende der tönenden Röhre 
befindet. Es scheint unmöglich, daß da, wo doch die 
Erregung des Tones stattfindet, auch zugleich ein Knoten- 
punkt sein sollte. ... Nimmt man statt Semen Lycopodii 
Sand, so wird dieser nur bewegt, wenn die Röhrenlänge ein 
vielfaches der halben Wellenlänge betrigt.‘‘ Auch bei meinen 
Versuchen mit Kieselsäure oder kieselsaurem Kupfer trat 
eine Bildung von Figuren nur auf, wenn am Röhrenende wie 
an der Tonquelle ein Knotenpunkt lag, während spezifisch 
leichterer Staub wie Korkmehl und Semen Lyeopodii, zumal 
in engen Röhren, auch dann Figuren bildet, wenn an der Ton- 
quelle ein Wellenbauch liegt. Dieser Umstand scheint mir 
dafür zu sprechen, daß die Resonanz im ersten Falle (9), 
wenn also die Länge des Wellenrohres eine ganze Anzahl halber 
Wellenlängen ist, größer ist als dann, wenn sich ein Wellen- 
bauch an der Tonquelle befindet. 

Die Gleichung (9) führt nun zu einer scheinbaren Verrin- 
gerung der Schallgeschwindigkeit, die bei gegebenem (a) und (n) 
von dem Absorptionskoeffizienten (b) abhängt. Nimmt man 
nämlich wie gewöhnlich an, daß z, gleich einer ganzen An- 
zahl halber Wellenlängen sei, und setzt demgemäß: 

Ty = me 7 
wo 4’ also die scheinbare Wellenlänge des Tones mit der 
Schwingungszahl n ist, so gibt die obige Gleichung (9): 


M 
n 

k 

( 
I 

1 

( 
I 

] 

f 

| 

4 
| 


Multipliziert man beiderseits mit n und setzt n-A=a; 
n: A’ =v, wo v die scheinbar verringerte Schallgeschwindig- 
keit in der Röhre ist, so wird: 

a-b 


a a 


(12) vo=a- [1 
Ist a hinlänglich klein, so kann man statt des Bogens den 
Tangens selbst setzen: 


(12°) 


Die Analogie dieser Gleichung mit der Kirchhoffschen 
Formel (5) (p. 623) ist unverkennbar und wird noch evidenter, 
wenn man berücksichtigt, daß der Absorptionskoeffizient 
für die Schallenergie in Röhren unter normalen Bedingungen 
— ebenfalls nach einer Theorie von Kirchhoff — durch 
folgende Gleichung gegeben wird: 


b=2. r = Röhrenradius. 


y hat dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (5) (p. 628). Mit 
diesem Wert für b gibt (12*): 


men 2reVaen 


wihrend die von Kirchhoff unter ganz anderen Annahmen 
und von einem ganz anderen Standpunkte aus abgeleitete 
Formel (5) (p. 628) folgende Form hat: 


v=a-|1— 


Die Gleichung (13) zeigt außer dem Einfluß der Röhren- 
weite (r) bei gegebener Wellenlänge (A) auch einen Einfluß 
der Röhrenlänge (m), welche in der Kirchhoffschen Theorie 
nicht berücksichtigt ist. Zudem ergibt sich für (13) die wesent- 


a-b 


liche Einschränkung, daß 2, 


hinlänglich klein sein muß; 


Bestimmung der Schallgeschwindigkeit usw. 639 

der Zum. t- 

ten- 

be- 

dc 

der 

ims 

der Inn On h 

als 

sich 

aus 

die 

elle 

NZ. 

ien- 

hre 

die 

odii 

ein 

nen 

trat 

wie | 

isch 

'on- 

| 

(9), 

[ber 

rin- 

nan 


640 G. Schweikert. 


im anderen Falle tritt an ihre Stelle die genaue Gleichung (12). 


Auch gilt .Gleichung (18) natürlich nur so weit, als der von d 
: Kirchhoff gegebene Ausdruck fiir b zu Recht besteht. In 8 
neuerer Zeit hat M. Thiesen (30) die Kirchhoffsche Formel 
ergänzt, indem er auch den Einfluß der Röhrenlänge berück- 
sichtigte; er erhält die Gleichung: J 
ib 2r-Vn»n + Y-r-m 
Er macht selbst dazu die Bemerkung: „Die in 1/r multi- 
plizierten Glieder sind gleich der von Helmholtz und Kirch- N 
hoff unter abweichenden Voraussetzungen gefundenen Kor- 
rektion wegen des Einflusses der Zylinderfläche, der mit 1/l 
multiplizierte Term entspricht dem Einfluß der Endflächen. I 


Es kann auffallen, daß dieser Einfluß nicht größer ist, und 
daß er in der hier abgeleiteten ersten Näherung genau dieselbe 
Form hat wie der Einfluß der Zylinderfläche.‘‘ Unsere Glei- 
chung (13) gibt denn auch einen beträchtlich größeren Ein- 
fluß. Es ist in (18): 

v 


Mithin: 


2Qan-l 


Angenähert kann man hier unter den Voraussetzungen der 
Gleichung (13) v = a setzen. Damit wird (13): 


(13*) v=a-|1— |; 


Arele(a-n)" 


oder genauer: 


(14) 


Diese Gleichung entspricht dem (vgl. p. 624) von See beck (7) 
gefundenen Resultat, daß der Verlust an Schallgeschwindig- 
keit in Röhren umgekehrt proportional der %/,ten Potenz 


| 
| 
| 
| 
‘ 
1 
| 
| 
| 
| of ma, 
4r-l-(a+n)" 
a | 
| 
1 + - 
| 
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der Schwingungszahl sei. Einfacher und dabei allgemein 
gültiger ist jedoch Gleichung (12): 


1 -arctg 


2mn 
Jedoch gilt diese, wie aus ihrer Abteilung hervorgeht, zunächst 
nur in dem Falle, daß die Wellenlänge des Tones aus der 
Länge des Resonanzrohes berechnet ist, wenn sich am An- 
fang wie am Ende desselben ein Knotenpunkt befindet. 
Als unteren Grenzwert v,, für v gibt diese Formel, wenn 
man b = wo setzt: 


v=a- 1 - 


1 1 1 8 


Für Luft ist: 
v, = 249 —, 0° C., 


wenn man a = 332 m/sec annimmt. 

Es ist aber zu bemerken, daß diese Verringerung der 
Schallgeschwindigkeit nur scheinbar ist, bedingt durch eine 
Verschiebung der Knotenpunkte infolge der Absorption von 
Schallenergie. Mithin muß gemäß Gleichung (12), was diese 
Absorption (b) erhöht, auch die Schallgeschwindigkeit schein- 
bar verzögern, so z. B. das Einschieben einer zweiten Röhre 
in die erste, oder ein Auskleiden der Röhrenwandung mit 
Wollstoffen; denn wie stark gerade Wolle den Schall absorbiert, 
ist ja bekannt; ferner ein Benetzen der Röhrenwandung und 
Beobachten in Luft, die mit Wasserdampf gesättigt ist. In 
diesem Falle kommt zu der wirklichen Verringerung der 
Schallgeschwindigkeit infolge der Veränderung der Dichte 
und des Verhältnisses der spezifischen Wärmen (vgl. p. 649) 
noch eine scheinbare durch die stärkere Absorption der Schall- 
energie in gesättigtem Wasserdampf. Diese starke Absorption 
von Schallenergie durch gesättigten Wasserdampf beruht 
wohl darauf, daß die Schallschwingungen eine Kondensation 
des Dampfes veranlassen, wodurch ihre Amplitude verringert 
wird. In diesem Falle kann daher auch die gewöhnliche Re- 
duktionsgleichung für feuchte Luft nicht genügen, wie dieses 
von Stevens (23) experimentell festgestellt ist, und zwar 
selbst dann nicht, wenn auch die Änderung des Verhältnisses 
der spezifischen Wärmen für Luft berücksichtigt wird. Ins- 


Annalen der Physik. IV. Folge. 48, 41 
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besondere werden unter diesem Gesichtspunkte ohne weiteres 
all die Erscheinungen verständlich, die Kundt (4) bei seinen 
Untersuchungen über die Verringerung der Schallgeschwindig- 
keit in Röhren beobachtet hat. Sie alle bedingen nämlich 
eine Vergrößerung des Absorptionskoeffizienten. 

yl. Die Schallgeschwindigkeit der Luft in Röhren nimmt 
ab, wenn der Durchmesser der Röhre abnimmt; die Abnahme 
wird indessen erst von einem gewissen Durchmesser an merklich. 

2. Die Verringerung der Schallgeschwindigkeit in Röhren 
nimmt zu mit der Wellenlänge des benutzten Tones [vgl. 
Gleichung (12)]. 

3. Pulver, welches in eine Röhre gestreut wird, verringert 
in engen Röhren die Schallgeschwindigkeit, in weiteren läßt 
es dieselbe ungeändert. 

4. Der Einfluß des Pulvers nimmt zu, wenn dasselbe 
sehr fein zerteilt ist und infolgedessen stark bewegt wird. 

5. Raumachen der inneren Wand der Röhre oder ein 
Vergrößern der Oberfläche verringert in engen Röhren die 
Schallgeschwindigkeit. 

6. Alle diese Verkürzungen der Schallgeschwindigkeit 
sind in weiten Röhren von verschwindendem Einfluß, so daß 
die Methode der Staubwellen trotzdem für genaue Schall- 
geschwindigkeitsbestimmungen benutzt werden kann. 

7. Ein Einfluß der Intensität des Tones auf die Schall- 
geschwindigkeit hat nicht nachgewiesen werden können. 

8. Ebensowenig hat die Art der Erregung in einem Rohr 
Einfluß auf die Wellenlänge des Tones, wenn man von der 
ersten Wellenlänge absieht. 

9.. Die Schallgeschwindigkeit ist in weiten Röhren un- 
abhängig vom Druck; in engen tritt bei vermehrtem Druck 
eine Vergrößerung der Schallgeschwindigkeit ein. 

10. Alle beobachteten Änderungen der Schallgeschwindig- 
keit werden hervorgebracht durch die Reibung der Luft und 
besonders (?) durch Wärmeaustausch mit der Wand der um- 
schließenden Röhre. 

11. Die Schallgeschwindigkeit bei 100° C ist genau nach 


der Theorie gegeben durch + 100-a.“ 


Ich weise noch besonders auf Punkt 9 hin; denn in neuerer 
Zeit sind in einigen Arbeiten — von Keutel (40), Thibaut (41), 
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Schöler (42) — nach dieser Methode der Staubwellen Än- 
derungen des Verhältnisses der spezifischen Wärmen mit dem 
Druck bestimmt worden, die ganz im Sinne von 9. verlaufen. 
Sollten nicht vielleicht diese Änderungen sich nur in engen 
Röhren zeigen, wie Kundt dies oben angibt, und gar nicht 
in der Änderung von k ihren Grund haben? 

Die erhaltenen Resultate fasse ich folgendermaßen zu- 
sammen: 

I. Die Einstellung (z,) auf das erste Maximum der Re- 
sonanz gibt Gleichung (9) oder (16a): 


[3 


a 
(9) arctg — 0 < aretg < = 


oder: 
(16a) |m— =i. 


II. Die Einstellung (2,) auf das zweite Maximum der 
Resonanz wird durch Gleichung (10) oder (16b) gegeben: 


10) x, = (2m +1) 


oder: 


(16b) tex [(@m + 1) -4.b. 


III. Die Einstellung auf das erste Nebenmaximum (42) 
gibt Gleichung (11) oder (16b) für m = 2m,: 


arccotg—*.5 + m-+; [0 < arceote < 


| 
0 4rı 


cotg 2m. | = +d. 


IV. Die Einstellung (z,) auf das zweite Nebenmazimum 
(#4) gibt Gleichung (10) oder (16b) für m = (2m, +1): 


a 
= - arccotg + (2m + 1)+ 


cotg x -@m+ i) 
41* 
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Für alle Formeln ist: 


x 2a arcco 

Außerdem ist Voraussetzung, daß die Tonquelle über 
den ganzen Querschnitt des Resonators verteilt ist, so daß 
keine Beeinflussung der Schwingung auf der Resonatorseite 
der Tonquelle durch die Schwingungsvorgänge auf der von 
der reflektierenden Wand abgekehrten Seite der Tonquelle 
möglich ist. Ist der Querschnitt der Tonquelle klein gegen- 
über dem Röhrenquerschnitt, so hängt der Zustand der Re- 
sonanzerscheinungen außer von der Lage der Tonquelle rela- 
tiv zur reflektierenden Wand noch von der Lage relativ zum 
offenen Ende der Röhre ab. Wenn z. B. eine Tonquelle von 
kleinem Querschnitt sich in dem offenen Ende der Röhre 
befindet, so kann hier natürlich niemals ein Knotenpunkt 
liegen. Befindet sich eine solche Tonquelle aber innerhalb 
der Röhre, so liegt eine Kombination von zwei Resonatoren 
vor, wobei in dem einen die Reflexion an einem geschlossenen 
Ende, in dem anderen dagegen je nach den Umständen auch an 
einem offenen Ende erfolgen kann. Man kann analoge mathe- 
matische Untersuchungen wie oben ohne Schwierigkeit natür- 
lich auch für diesen Fall durchführen; doch würden uns diese 
über den Rahmen dieser Arbeit hinausführen. 

Man kann die obigen Resultate folgendermaßen zusammen- 
fassen, was jedoch, wie gesagt, nur für einen geschlossenen 
Resonator mit einer über den ganzen Querschnitt desselben 
verteilten Tonquelle Gültigkeit hat. 

I. In einer Kundtschen Wellenröhre mit hinlänglich 
kleinem Absorptionskoeffizienten: 


< 
tritt maximale Resonanz auf, wenn ihre Länge ungefähr eine 
ganze Anzahl halber bzw. viertel Wellenlängen beträgt. Genau 
wird die Länge 2) gegeben durch Gleichung (9) bzw. (10). 
Dagegen erhält man Nebenmaxima (oder -minima) der Re- 
sonanz, wenn die Resonatorlänge ungefähr eine ungerade 


Anzahl von achtel Wellenlängen enthält. Genau wird sie (2») 
durch Gleichung (11) gegeben. 
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II. In einer Kundtschen Wellenröhre mit großem Ab- 
sorptionskoeffizienten 


tritt maximale Resonanz ein, wenn ihre Länge ungefähr ein 
(4m + 1) Vielfaches einer achtel Wellenlänge beträgt. Neben- 
maxima der Resonanz liegen in diesem Falle bei einer Reso- 
natorlänge von nahezu einer ganzen Anzahl viertel Wellenlängen. 
Genau werden die Längen (x,) des Wellenrohres wiederum 
durch die Gleichungen (9), (10), (11) bzw. gegeben. 


4. Das Verhältnis k = = der spez. Wärmen. 


Aus den Werten der relativen Schallgeschwindigkeiten in 
Tab. XIV berechnet sich das Verhältnis k der spezifischen 
Wärmen bei konstantem Druck und bei konstantem Volumen 
gemäß der Gleichung: 


(25) h, = (,))” * Op 


Aus der Laplaceschen Gleichung fiir die Schallgeschwindig- 
keit erhält man fiir k den Wert: 


Bezieht man diese Gleichung auf 0° C und trockene Luft 
und stellt eine analoge für ein anderes Gas (k,) auf, so ergibt 
die Division beider Gleichungen, unter Voraussetzung des- 
selben Druckes (p), die obige Gleichung für k,. 

Für kıun habe ich, wie dieses in der Literatur durchweg 
geschieht, den Wert 1,405 angenommen. Die Werte für die 
Diehte dy sind den neuen Bestimmungen von Guye?) ent- 
nommen; eine Ausnahme hiervon besteht nur für die Gase 
C,H, und (,H,, da für diese in der genannten Arbeit keine 
Werte angeführt sind. Die berechneten Werte für k, beziehen 
sich auf Zimmertemperatur und Atmosphärendruck. 


1) Phys. Zeitschr. 9. Jahrg. 1908. p 47. 
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Tabelle XV. 


d, 


1,2928 
0,08987 
1,42900 
1,2507 
1,2504 
1,6398 
1,9768 
1,9777 
2,9266 
0,7708 
12737 | 
1,184 


Die Tab. XVI gibt eine Übersicht über die von anderen 
Autoren gefundenen Werte; dabei sind die Werte unter 1) 
nach der Methode von Clément und Desormes, unter 2) 
nach der Methode von Lummer und Pringsheim, unter 
8) nach der Methode von Maneuvrier, unter 4) nach der 
Methode von Jamin und-Richard, unter 5) nach der Me- 
thode von Assmann und Müller und unter 6) aus der Schall- 
geschwindigkeit berechnet. Die Werte nach der letzten Methode 
sind, soweit dies nötig war, mit den von mir benutzten Werten 
für die Dichte und den umgerechneten Werten für die rela- 
tive Schallgeschwindigkeit neu berechnet worden. 


Tabelle XVI. 


Ge | k | Autor 
| 


1. Luft 1) | 1,372 | | Gay-Lussac 
u. Welter 
lace 


1. Luft 1) 


2) | Makower 


| ö, aus dem 
p 
| Gas | | a, Molekular- | km 
| | | gewicht | ; 
1 1 1,405 
wee 0,069515 0,069613 | (1,332) 
| Boe, 1,10535 1,1050 1,4049 
0,96744 0,96754 1,4061 
0.9672 0.96685 1.4066 
6. HCl... 1.2684 1,2593 1,4044 
| 1,52908 1,5193 1,2937 
aNO...| 1,52978 1,5200 1.2820 
| 2.26377 2.2124 1.2664 
0,59623 0,58819 | 1,3006 | 
0,9852 0,9689 | 1,2582 
| 0,92 0,8983 1.2564 
Gas nf | Autor | 
Dreser 
Paquet 
Réntgen 
Kohlrausch 
Cazin Lummer 
u. Prings- 
Tresca u. 1,3994 | 
| Laboulaye 1,3840 } | 
1,40 Dupré 3) | 1,3924 | Maneuvrier 
1,3845 | Hirn 4) | 14) |, Jamin u. 
' 1,4025 | Weisbach )| 141 || Richard 
| 1,4196 | Masson 1,3856) | 
| u Assmann 1025| J. Joly 
. 1,3822) 
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Autor 


Gas 


Assmann 


Müller 
Poisson 
Dulong 
Assmann 


Kayser 
Wüllner 
Regnault 
Violle u. 
Vauthier 
Low 
Stevens 
Szathmäri 
Schneebeli 
Hebb 
Blaikley 


Gerosa u. Mai 


Schweikert 
Dulong 
Cazin 
Masson 
Réntgen 
Lummer u. 
Pringsheim 
Maneuvrier 
Jamin u. 
Richard 
Schweikert 
w 
Sturm 
Dulong 
Regnault 
zin 


Leduc 


7. CO, 1) 


Schöler 


Cazin 
Müller 
Schweikert 
Wüllner 
Masson 
Keutel 
Schöler 
Cazin 
Müller 


Schweikert 
Wer Wallner 
Dulo asson 
Masson Dulong 
Müller Capstick _ 
Schweikert Schöler 
Strecker Maneuvrier 
Masson Schweikert 


5 
x 


Gas | k | | k | Autor 
Cp 
Cy 1. Luft 5)| 1,42] | = | S| 1,291 | Cazin 
1,427 1,305 | 
1,4046 1,30 Masson 
05 6) | 1,4254 1,3052 | Röntgen 
32) 1,421 1,292 | De Lucchi hy 
| 1,299 Amagat 
061 1,413 irn 2) | 1,2961 
066 ' 1,4106 er Pringaheim 
044 1,40496 1,2995 
937 | 1,3945 3) | 1,298 Manenvrier 
820 amin et 
| 1,3987 | 4) | 1,29 { 
006 1,3947 5) | 1,2653 | Müller 
582 1,4006 6) | 1,2937 | Schweikert ‘ 
564 1,4030 | 1,3113 | Willner 
1,407 1,2963 | Kundt 
eren 1,4004 1,2914 | Low - 
r 1) 1,404 | 1,278 Masson 
1,4013 | 1,326 | Dulong 
r 2) 1 3945 || Ciecone u. 1,308 | Capstick 
inter . \| Campanile 1,303 Schöler 
2.N, 1) 141 Casin 1,300 | Tibauth 
6 ‚406 weikert 
Me- 3. 0 141 | Casin 8 N,01) | 1,285 | Cazin 
2 , u 6) | 1,282 | Schweikert 
hall- 1,4025 | Müller 173106 | Wallner 
hode 1.2744 | Masson 
—— 1,3282 | Dulo 
»rten 6) | 1,4049 , ng 
sehe 1,4034 9. SO, 1) | 1,262 | Cazin 
4H, 1)| 1,41 5) | 1,2562 | Müller 
1,376 6) | 1,2664 | Schweikert i 
1,3852 1,2584 | Masson 
2) | 1,4063 1,258 | Thibaut 
1,4084 1,265 | EEE 
1206. | 10. NH, 1) | 1,328 
4) | 1,41 {| 5) | 1.2622 | 
6) | 1,332 
Iter 1,3585 
1.4036 | | 
e ‚ | | 
1,406 
er 5 . 1,305 
mer 5.00 ı) 1a 11.C,H, 1)| 1,287 | 
ings- 1,401 5) | 1,2430 
m 6) 
vrier | 
u | 
4 | 
6. HCl 5) | 
y 6) 


Die Zahlen sind zum größten Teil einer Arbeit von Ma 
neuvrier (47) entnommen. 

Dazu ist zu bemerken: Man findet vielfach Werte für k, 
die von Masson aus der Schallgeschwindigkeit bestimmt 
sind, angegeben für Luft, H,; O,; N,. Dieses beruht auf 
einem Irrtum. Masson (48) hat nämlich die Schallgeschwindig- 
keit für diese Gase nicht experimentell bestimmt, sondern nur 
theoretisch berechnet, indem er für Luft den Wert 333 m/see 
von Dulong übernahm, daraus k berechnete und mit Hilfe 
des gefundenen Wertes für k auch die Schallgeschwindigkeit 
für die Gase H,, N,, O, berechnete. Für CO, finden sich 
zwei Werte — 1,291 und 1,805 — von Cazin. Der letztere 
entstammt einer späteren Arbeit. Cazin hat aber selbst den 
ersten als den besseren Wert bezeichnet. Die Werte von 
Keutel (40), Thibaut (41) und Schöler (42) können, ab- 
gesehen von der Unzulänglichkeit ihrer Methode, schon wegen 
der großen Temperaturschwankungen, denen ihr Apparat 
ausgesetzt war, keinen Anspruch auf große Genauigkeit machen. 
Sie haben bekanntlich auf die ursprüngliche Kundtsche Me- 
thode in der Modifikation von Behn und Geiger zurück- 
gegriffen, bei der das Rohr, welches den Staub enthält, durch 
Reiben mit einem feuchten Tuch zum Tönen gebracht wird. 
Kundt selbst ist aber von dieser Methode abgegangen, weil 
die Schwingungen der Glaswand die Ausbildung der Staub- 
figuren beeinflussen. Deshalb hat auch später Strecker (13,14) 
die Methode dahin abgeändert, daß er in das eigentliche 
tönende Rohr einen Glaszylinder hineinsteckte, welcher das 
Pulver enthielt, und diesen in den Knotenpunkten der tönenden 
Röhre befestigte. Dabei weist Strecker selbst darauf hin, 
daß infolge des wiederholten Anreibens mit einem feuchten 
Tuch Temperaturänderungen bis zu 5° C nach seinen Beob- 
achtungen vorkommen können. In noch höherem Maße muß 
die Ungenauigkeit der Temperaturmessung bei den neueren 
Arbeiten nach der Methode von Behn und Geiger bestehen, 
da hierbei das Rohr auf einen entsprechenden Ton abgestimmt 
werden muß, was sehr langwierig ist und ein sehr oft wieder- 
holtes Anreiben des Rohres erfordert. Dementsprechend setzt 
denn auch Schöler bei allen Versuchen eine Temperatur 
von 20°C voraus. Es entspricht aber einer Temperaturänderung 
um 5° © bereits eine Änderung der Wellenlänge um 1 Proz., 
und somit der Schallgeschwindigkeit in Luft um mehr als 8 m. 
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5. Der Wert von k für Gasgemische. 
(Einfluß der Feuchtigkeit.) 

Eine besondere Korrektion erfordern die in freier Luft 
bestimmten Werte der Schallgeschwindigkeit wegen des stets 
vorhandenen Wasserdampfes. Man hat sich hierbei gewöhn- 
lich auf die einfache Korrektion der Dichte beschränkt. Be- 
zeichnet man bei 0° C und Atmosphärendruck (760 mm Queck- 
silber) die Dichte der trockenen Luft mit d,, die des Wasser- 
dampfes mit d, und die der feuchten Luft mit d,, ferner die 
Spannung des Wasserdampfes mit h und den Barometerstand 
mit H, so folgt direkt aus dem Boyle- TR Gesetz: 


H-h 
d, = d,-— 760 +d,'- 


Eine einfache Umformung gibt: 


da > = =0,' die relative Dichte des Wasserdampfes (Luft = =]) 


ist, so kann man schreiben: 
d,=d,: 


760 


Durch den Feuchtigkeitsgehalt der Luft wird aber sicherlich 
außer der Dichte auch das Verhältnis k der spezifischen Wärmen 
beeinflußt. Eine dementsprechende Korrektion hat zuerst 
Stevens (23) angebracht, indem er annahm, daß der Wert 
von k für feuchte Luft aus dem Werte k, für trockene Luft 
und k, für Wasserdampf durch die Gleichung bestimmt wird: 


h H-h 
k= 


Durch einfache Umformung ergibt sich daraus: 


Diese Annahme erscheint mir aber gänzlich willkürlich, 
da sich zu ihrer Begründung nicht der geringste Anhalt bietet. 
Zu einer streng begründeten Beziehung kann man nur ge- 
langen, wenn man auf die Definition des Wertes k = c,/c, 
zurückgeht. Dieses läßt sich ganz allgemein für ein beliebiges 
Gasgemisch durch folgende Überlegung durchführen: Ich 


649 

Ma 
rk, 
nmt 

auf 
dig- 

nur 
/see 
Tilfe 
‚keit 

sich 
‚tere 

den 

ab- 
egen H-h-(1-) 
arat d, = d,- 
hen. 
ück- 
vird. 

weil 
aub- 
}, 14) 
liche 
das 
aden 

hin, 
eob- 
Ü | 
eren 
hen, 
mmt 
»der- 
setzt 
'atur 
rung 
TOZ., 
3m. 


650 G. Schweikert. 


bezeichne das Verhältnis der spezifischen Wärmen eines 
Gasgemisches mit k, dasjenige seiner beiden Komponenten 
mit k, und k,, ferner die spezifischen Wärmen des Gemisches 
und seiner zwei Komponenten mit ¢,, Cy; (Cy)1, (Cv)ı5 (Cpa, 
bzw. Wenn das eine Gas unter dem Partialdruck p, und das 
andere unter dem Partialdruck p, steht, dann ist nach dem 
Daltonschen Gesetz der Druck p des Gasgemisches: 


P= Pit Pe - 
Die Gewichtsmenge P des Gemisches enthalte die Gewichts- 
mengen P, und P, der Komponenten. Die Wärmemenge, 
welche notwendig ist, um diese Gewichtsmengen um 1° zu 
erhöhen, sind bei konstantem Druck bzw. bei konstantem 
Volumen: 


1. P+ cy = (Cy)y + (0) » 
2. P+ 6, = + Ps’ (co) - 
Daraus folgt: 


Bezeichnet man die Dichte der einzelnen Gase und des Gas- 
gemisches bzw. mit 0,, 0, und @, so ist: 


Pı 
= 755° 0, 


Zudem ist P = P, + P,; da aber P beliebig ist, kann man 
setzen: P = 0, und mithin: 


Py = 765° 9; 


A. 
760 
Damit gibt obige Gleichung: 

Pr Oy Cp + Py* Oy Cy, 
Py Oy Cy, + Oy» Cy, 


k= 


Benutzt man nun die bekannte Beziehung: 


C, —% =A: R,; —¢,=A-R,, 


wo A das thermische Arbeitsäquivalent, R, und R, die Kon- 
stanten der Zustandsgleichung fiir Gase, bezogen auf die Ge- 
wichtseinheit, bezeichnen; beriicksichtigt man ferner, daß: 


: P, 
(oh + (erh 
k= 
2 
(Ce, + (Cos 
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Cp. 
ist, so wird: 


Dieses, in die obige Gleichung für k eingesetzt, ergibt: 


k, 


Da zudem 9, - = = Ry = allgemeine Gaskonstante 
für gleiche Volumina ist, so folgt schließlich: 


hy + (hy — 1) + hy 1) 
Pr (hy — 1) + — 1) 


Dieses ist die Beziehung zwischen dem Werte k eines Gas- 
gemisches und den Werten k, und k, der einzelnen Bestand- 
teile. Für Luft und Wasserdampf speziell erhält man in den 
oben gewählten Zeichen: 


27°) 
Dabei ist zu berücksichtigen, daß sich k, und k, auf die Drucke 
Pp, bzw. p, beziehen, falls das Verhältnis der spezifischen Wärmen 


vom Druck abhängt. 
Die Schallgeschwindigkeit V,, für trockene Luft bei 0° C ist: 


760 


Für feuchte Luft bei {0 C und Barometerstand H ist 


H-e-g-k 
a, ’ 


A (1 — 0,6285) 
60 -(1 + 


wobei 
d, = d,- 


ist. Mithin: 
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? A(i+at)-k 


Berechnet man unter der Annahme, daB k vom Druck un- 
abhängig ist, den Korrektionsfaktor (K) bei t® C für die von 
Stevens (23) gegebenen Daten: H = 755 mm; h = 15 mm; 
V, = 331 m/sec gemäß den drei Formeln: 


H 


H— th H + 0,282h 
3 H H + 0,396 h 


für k, =k, 


nach Stevens, 


nach der obigen Formel (27*), wenn k, = 1,405, k, = 1,29 
gesetzt wird, so ergibt sich: 


K, = 0,99628; K, = 0,99699; K, = 0,99759 . 


Die Korrektionen weichen so wenig voneinander ab, daß für 
normale Verhältnisse die erste Korrektion, die sich nur auf 
die Dichte bezieht, völlig ausreicht. 

Stevens (23) hat experimentell die Änderung der Schall- 
geschwindigkeit in Luft, die mit Wasserdampf gesättigt war, 
gemessen und folgende Werte nach Reduktion auf 0° C er- 
halten: 


% in trockener % in gesättigter Temperatur 


| 


| 320,33 m/sec | 328,85 16,070 
328,68 „ | 328,04 19,070 
327,32 | 326,78 17,090 


Die entsprechenden Korrektionen sind also: 
I. Röhre 0,48 m/sec, 
| 5, 
0,54 ” 


| 
| 

I. Réhre 

I. Röhre 

III. Röhre 
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während er nach seiner Formel bei einer mittleren Temperatur 
von 18° C eine Korrektion von 0,23 m/sec berechnet, einen 
merklich kleineren Wert. Dieser Unterschied erklärt sich, 
wie oben gesagt, daraus, daß in Luft, die mit Wasserdampf 
gesättigt ist, der Absorptionskoeffizient der Schallenergie in 
der Röhre größer sein muß als in trockener Luft (vgl. p. 641), 
wenigstens soweit der Unterschied nicht durch schräge Schwin- 
gungen in der Röhre bedingt ist. 

Man kann Formel (27) auch dazu benutzen, um umgekehrt 
aus dem Werte k für das Gasgemisch und k, für eine der 
Komponenten denjenigen k, für die andere Komponente zu 
berechnen, und zwar bei beliebig niedrigem Partialdruck py. 
Auf diese Weise kann man vielleicht auf einfachem Wege 
eine Abhängigkeit des Wertes k, vom Druck experimentell 
ermitteln. 


6. Einfluß der Temperatur und des Druckes. 


Es liegt eine Reihe von Arbeiten vor, welche teils ex- 
perimentell, teils theoretisch die Abhängigkeit des Verhält- 
nisses der spezifischen Wärmen von Druck und Temperatur 
untersuchen. Von den theoretischen Arbeiten nenne ich die 
von Amagat (46) und von den experimentellen: M. A. Wit- 
kowski (29), R. Fürstenau (82), Schöler (42), Keutel (40), 
Thibaut (41) und Valentiner (15). Auch Stevens (28) hat 
bis zu sehr hohen Temperaturen den Wert von k für Luft 
nach der Quinckeschen Resonanzmethode bestimmt; jedoch 
hat Kalähne (24) auf verschiedene Fehlerquellen bei diesen 
Untersuchungen hingewiesen. Er hat nach Abstellung der- 
selben die Versuche von Stevens wiederholt und findet eine 
nahezu völlige Konstanz von k, während Stevens eine ver- 
hältnismäßig beträchtliche Abnahme mit wachsender Tem- 
peratur erhalten hatte. Nach der gleichen Methode hat 
Fürstenau (32) die Abhängigkeit von k für Luft, CO,, SO, 
und C,H;Cl untersucht. Seine Messungen in Luft geben ohne 
Korrektion, wegen der Verzögerung der Schallgeschwindigkeit 
in Röhren für k eine sehr geringe Abnahme um 0,2 Proz. 
mit wachsender Temperatur, während die Korrektion nach 
der Kirchhoffschen Formel die Abnahme in eine geringe 
Zunahme umändern würde. Für SO, dagegen findet er eine 
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ziemlich genaue lineare Abnahme von k mit steigender Tem- 
peratur. Für Athylchlorid C,H,Cl beträgt diese zwischen 0° 
und 300° C sogar fast 3,4 Proz. Nach M. A. Witkowski 
nimmt mit abnehmender Temperatur k zu, und zwar um so 
schneller, je dichter das Gas ist. Ein Maximum erreicht k 
für Luft nach seinen Beobachtungen bei —120°C. 8.Valen- 
tiner hat k für Stickstoff bei der Temperatur der flüssigen 
Luft nach der Kundtschen Methode bestimmt. Er findet, 
daß k in erster Annäherung proportional dem Verhältnis des 
angewandten Druckes (p) zum Sättigungsdruck (s) der herr- 
schenden Temperatur zunimmt, und zwar um fast 5 Proz., 
wenn p von 0 bis s wächst. 

Zu den Arbeiten von Keutel, Thibaut und Schöler 
habe ich mich schon an anderer Stelle geäußert (vgl. p. 642 
und p. 648). Sie finden, daß mit steigendem Druck der Wert 
von k zunimmt, nur für SO, erhält Thibaut bei !/, Atm. 
einen größeren Wert als bei 1 Atm. Amagat hat für CO, die 
Werte von k bei verschiedenen Temperaturen und hohen 
Drucken — bis zu 100 Atm. — nach der Gleichung: 


berechnet, indem er c, nach einer empirischen Formel von 
Joly bestimmte. Mit steigender Temperatur nimmt k sehr 
schnell ab; mit zunehmendem Druck wächst es dagegen stark. 

So gibt er z. B. bei 50° C und 50 Atm. den Wert: k = 1,705, 
und für 50° C und 100 Atm.: k = 4,633!! Ferner benutzte 
er die von Lussana experimentell bestimmte Abhängigkeit 
des c,-Wertes vom Druck für Luft, um daraus k zu berechnen 
nach der obigen Gleichung. Er findet folgende Werte be. 
50° C: 


k (Lussana) k (Joly) 


1,416 1,396 
10 „ 1,390 1,410 


Du 1,380 1,425 
1,369 1,436 
40 ,„ 1,360 1,457 
50 1,356 1,472 
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Wie man sieht, widersprechen sich die beiden Reihen; während 
nämlich die Werte von Lussana eine Abnahme von k mit 
steigendem Druck ergeben, führen die c,-Werte von Joly 
zu einer Zunahme von k. 

Auf analogem Wege wie Amagat kann man leicht zu 
allgemeineren Formeln gelangen, welche k als Funktion der 
Temperatur und des Druckes ergeben, wenn die Abhängigkeit 
der c,- oder c,-Werte vom Druck und der Temperatur be- 
kannt ist. Zu diesem Zweck gehe ich aus von der thermo- 
dynamischen Grundgleichung: 


(28) dQ=dU+A-p-do... 


dQ bezeichnet die Änderung der Wärmeenergie, d U die 
Anderung der Molekularenergie, dv die Anderung des Vo- 
lumens, p den Druck und A das thermische Arbeitsäquivalent. 
Gemäß der Definition der Größen c, und c, ist: 


(7), —_ (2). = const. 


Gleichung (28) gibt 
dQ dv 


dv 
Es ist aber: 


dv 
ae 


wo a, den Ausdehnungskoeffizienten bezeichnet, v das Volumen 
bei 0° C. Demnach ist: 

= 6, +- ay: 
Da sich c, und c, auf die Gewichtseinheit des Stoffes beziehen, 
so kann man schreiben: 


Pp 
d, = spezifisches Gewicht bei 0° C und dem Druck p. Die 
Division durch c, ergibt: 


(80) 


m- 
00 
ki 
so 

k 
n- 
en 
et, 
les 
er 
42 
rt 
Mm. 
en 

d dU 

on Mithin: 
hr 
5, 
it, 
en 


656 Schweikert. 
ZweckmaBiger führt man aber c, statt c, in diese Gleichung 
ein, da direkte Bestimmungen von c, sehr viel leichter sind 


und in größerem Umfange vorliegen als die von c,. Analog 
(30) erhält man: 


oder: 
(31) 


Um die Abhängigkeit des k-Wertes von der Temperatur 
zu erhalten, muß man c, und a, als Funktion der Temperatur 
darstellen. Da a, nach den experimentellen Untersuchungen 
mit steigender Temperatur abnimmt, so setze ich: 


- Bt]. 
Entsprechend ist nach Versuchen von E. Wiedemann!) 
(Cy), = (oo [1 + 


Daraus folgt: 


Bot, 


Für Gase, die bei gewöhnlicher Temperatur weit von ihrem 
kritischen Zustande entfernt sind, wie Luft, H,, O,, N,, CO, 
hängt nach E. Wiedemann?) c, nicht von der Temperatur 
ab, d.h. y = 0. 

Nach (82) ist: 


(1 — x,) = A 
. 
(ep) + t 


1 1 1—t 
1+y:t 


1) E. Wiedemann, Pogg. Ann. 157. p. 1. 1876; Wied. Ann. 2. 
p. 213. 1877. 


| 
Cp dg ep 
( 
1 
— = we: 
k d, % 
Mithin wird: 
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Diese Gleichung gibt k als Funktion der Temperatur. 
Um k als Funktion des Druckes zu bestimmen, setze ich 
analog wie oben: 
(4%). [1 +e-(p —1)]. (pin Atm.) 


Nach den Untersuchungen von Lussana}) nimmt die Größe 
c, schnell zu, wenn der Druck wächst, und zwar setzt er: 


=a+b-(p —1). [a = (c,),] 
Mithin gibt Gleichung (81): 
» 


kp (ep), + b(p — 1) 


Setzt man 


so wird: 
(34) 


Die Umformung liefert, indem man 
a = p-v, = const. 
setzt: 


(85) 


Diese Gleichung gibt k als Funktion des Druckes (p in Atmo- 
sphären). 

Das erhaltene Resultat ist also folgendes: 

I. k als Funktion der Temperatur: Gleichung (88). 


y= (Cpe — (oh . 

p= = oh, 
* 


Für ideale Gase ist y = 0, also: 


1 
(83°) 


1) Lussana, Nuovo Cim. (3) 36. p. 5. 70. 130. 1894; (4) 2. 
p. 327. 1896. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 48. 42 
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Die Gleichungen geben mit steigender Temperatur eine ge- 
ringe Abnahme von k. 


Für k, ergeben diese Gleichungen: 


1-Bt 
(86) 
1-— 
(86*) h, = 
II. k als Funktion des Druckes p: Gleichung (35). 
1+b.(p-1) 


he 
Für kleine Druckintervalle kann man e = 0 setzen. 
Aus diesen Gleichungen folgt: Bei eine Temperatur 


ist k für die idealen Gase H,, O,, N,, CO nahezu konstant, 
nimmt aber für die realen Gase ab. 


Mit wachsendem Druck nimmt k für alle Gase ab. 
Die Werte von ß sind gleich dem doppelten Wert von a 


in Tab. I. Für y ergeben sich nach Wiedemann!) folgende 
Werte: 


CO, :y = 0,00117 | N,O : y = 0,00116 
C,H,: vy = 0,00245 | NH, : 7 = 0,00062 
Nach Lussana?) ist: 


a= Cp b 


Luft 0,23707 | 0,001498 
H, 8,4025 0,018800 
co, 0,20180 | 0,0019199 
GH, | 0,4089 0,001602 


Aus der letzten Tabelle berechnet sich für b’ = b/a: 
Luft : 3’ = 0,00632 | CO, : 5’ = 0,00954 
H, : 8 = 0,00891 | C,H, : 3’ = 0,00897 

Für die Abhängigkeit der Größe a, vom Druck lassen 


sich keine so einfachen Beziehungen aufstellen, da dieselbe 
im allgemeinen (mit Ausnahme von H,) mit steigendem Druck 


1) E. Wiedemann, a. |. 
2) Lussana, a. l. 


3 
T 
| 
> 
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zuerst zunimmt und nach Erreichung eines bestimmten maxi- 
malen Wertes weiterhin abnimmt. 

Nach Gleichung (36) bzw. (36*) kann man mit Hilfe der 
oben angegebenen Werte für 6 und y meine experimentell 
bestimmten Werte kg. bei einer mittleren Temperatur von 
20° C auf 0° C reduzieren. Ich entnehme die Werte kg der 
Tab. XIV: 


Tabelle XVII. 


Die Abnahme zwischen 0° und 20° C beträgt demnach 
für CO, und N,O: 0,8 Proz.; für NH,: 0,5 Proz. und für C,H,: 
1,3 Proz. 

Berechnet man nach Gleichung (36*) die k,-Werte fir N, 
und nach (36) die k,Werte für CO,, so erhält man beleinde 
Tabelle: 


k als Funktion des Druckes wird durch Gleichung (35) be- 
stimmt: 


1+ (p—1) 


Diese Gleichung gilt fiir hohe Drucke nicht genau, da bei der 
Ableitung die Giiltigkeit des Boyle-Mariotteschen Gesetzes 
42* 


Ges | | Ges | m | 
1. Loft ...| 1,405 | 1,4053 |5.00,...| 1,294 | 1,304 
2.0,....| 14049 | 1,4052 |6.N,0... 1,282 | 1,202 
14081 | 1.4064 | 7. NH,. . . | 1.3006 | 1,308 
4CO....| 14086 | 1.4069 | 8. 0,H,...| 1258 | 1275 
atur 
ant, 
na 
nde 
N, co, 
Temp. ¢ ky Temp. ¢ ky 
0° 14064 0° 1,304 | 
20° ‚4061 10° 1,299 
50° ‚4058 20° 1,294 
100° ‚4052 30° | 1,289 
150° ‚4045 40° 1,284 
200° 4039 50° 1,280 
500° ‚4002 60° 1,275 
1000° ‚3940 70° 1271 
80° 1,267 
90° 1,263 
100° 1,259 
an 
ick 
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vorausgesetzt ist. Berücksichtigt man auch die Abweichungen 
der Gase von diesem Gesetz, indem man 


%)» = [1 +e- (P-1] 
setzt, so tritt an Stelle von (35) die Gleichung 


ky +B — —1)-[1 + — + e(p — 1] 
(p+ . 
(p-o,-(p— 1)’ 

(p—1) 
Nach Leduc ist e 10% zwischen 1 und 2 Atmosphären und 
0° C: 


H, :e-10°=+ 6 HCl: e-10°= — 107 
N, :¢°10°=— 5 SO, :e-10°= — 342 
0, :e-10°= — 10 | NH,: e- 10° = — 205 
CO:¢-10°=— 6/ O,H,: e-10°= — 114 
CO,: ¢-10®°= — 91 | C,H,: e- 10° = — 105 
N,O: ¢- 10° = — 108 


Setzt man in Gleichung (87) für das Druckintervall 1/,—8 Atm. 
e = 0, so berechnet sich k, gemäß der Gleichung: 


1 
1+5@-1 
Einige auf diese Weise gefundene Werte für Luft, CO, und 
C,H, gibt folgende Tabelle. 


k,= 


Luft bei 0° C CO, bei 0°C C,H, bei 0°C 
Druck Druck Druck 
p ky p ky p ky 


| 
| 
d 
1/, Atm. | 1,4077 | 1/, Atm.| 1,3066 | %%, Atm. | 1,2760 
” 1,4071 ” 1,3061 ” 1,2757 
” 1,4065 ” 1,3053 ” 1,2755 
| 1 , | 14053 „1300 |l „ | 1,2760 
11, „ | 1,4085 1% „ | 1,3021 | 14, „ | 1,2743 
2 „ | 1,3002 2 » | 1,2736 
3. ,, | 18082 | 2%, „ | 1,2084 | 27, „ | 1,2729 
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Die Abnahme von k mit wachsendem Druck ist also nur 
gering und würde noch kleiner sein, wenn die Änderung von 
(a,) mit dem Drucke nicht außer acht gelassen wäre (e+ 0). 

Die oben erhaltene Änderung von k mit der Temperatur, 
die für Gase wie CO, N,O, NH,, C,H, nicht unbeträchtlich 


Tabelle XVIII. 


Relat. Schallgeschw. | Absol. Schallgeschw. 
0°C 0°C 


— 
| > 


88 


0,770 
0,7724 
0,7812 | 
1.N0 .. 0,7755 | 

0,7730 | 
0,7822 


& NH, .. 1,2492 | 
| 12458 
1,2525 


& 


RS | 
38183 
00 


& 


9 80, .. 


10. C,H, . . 0,9597 | 
0,9599 

0,9518 | 

| 

| 


— 


1. CH, .. | 0,9859 


ist, bedingt aber auch -ihrerseits eine Änderung der Schall- 
geschwindigkeit mit der Temperatur, so daß die einfache 
Korrektion, welche nur auf die Änderung der Dichte Rück- 
sieht nimmt, nicht ausreichen kann, und mithin können auch 
diese Reduktionen auf 0°C nicht zu richtigen Werten führen. 
Ich habe daher die oben gegebenen Messungen der Schall- 
geschwindigkeit in CO,, N,O, NH, und (C,H, unter Berück- 


| 
Gas | Autor 
A | B B 
1. Luft .. 1 1 331,9 
und ER 1,0171 1,0171 337,6 Schweikert 
REN 0,9511 0,9511 315,7 Schweikert 
| 0,9506 0,9506 — 315,5 | Dulong - 
& 1,0174 1,0174 | 337.7 Schweikert 
1,0176 | 1,0176 | 337,7 | Masson 
— 1,0157 | 337,1 Wüllner 
1,0168 | 1,0158 337,1 | Dulong 
5. HCl ..” | 0,8877 _ _ Schweikert 
0,8880 — Strecker 
0,8888 Masson 
258,6 | Schweikert 
256,3 | Masson 
259,3 
Atm. 257,4 | Schweikert j 
256,6 | Masson 
— 259,6 | Wüllner 
260,9 Dulong 
413,5 414,7 Schweikert 
412,1 413,5 | Masson 
_ 416,0 | Willner 
und 209,4 _ Schweikert 
208,8 Masson 
316,4 318,5 | Schweikert 
= 317,2 318,8 Masson 
315,9 
12,7 lo 
327,2 Schweikert 
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siehtigung der Änderung von k auf 0°C reduziert. Des- 
gleichen habe ich in derselben Weise die Werte von Masson 
neu berechnet und stelle die erhaltenen Resultate in Ta- 
belle XVIII mit denen von Wüllner (12) zusammen, welche 
der direkten experimentellen Bestimmung bei 0° C entsprechen. 
Man erkennt, wie viel besser diese Worte jetzt übereinstimmen. 
Die Abweichungen der Dulongschen Resultate beruhen meiner 
Ansicht nach hauptsächlich darauf, daß er die Gase nicht 
hinlänglich rein dargestellt hat. 

Die Kolonne A gibt die unter der Voraussetzung der Kon- 
stanz von k korrigierten Werte, während B die Werte enthält, 
die unter Berücksiehtigung der Änderung von k mit der 
Temperatur erhalten werden. 


7. Die spez. Wärmen c, und c, und die Molekularwärmen 
C, und 

Um eine möglichst genaue Berechnung der spezifischen 
Wärmen bei konstantem Druck (c,) und konstantem Volumen 
(c,) aus dem Werte ihres Verhältnisses (k) zu ermöglichen, 
benutze ich Gleichung (29) des arg Paragraphen: 


Bezieht man alles is diesel be dail cians 20°C, so erhält 
man zur Berechnung von c, und m die beiden Gleichungen: 


— (Cao = A’: 5 
(Cy)s0 


Daraus folgt: 


(38) 


c, und c, beziehen sich auf die Gewichtseinheit (1g). Be- 
zieht man aber c, und c, auf die gleichen Volumina eines 
Grammoleküls, so erhält man die Molekularwärmen: 


| a 
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Tab. XIX enthält die nach diesen Gleichungen berechneten 

Werte, wobei: 

_1 kg-kal, 

426,2 m-kg ’ 
und (a,)go der Tab. I entnommen ist. 

Die Molekulargewichte M sind den neuesten internationalen 


Festsetzungen von 1913 entnommen. 


Tabelle XIX. 


p = 1,03322 


3 KS) 


0,2389 | 0,1700 4,924 | 2,462 
0,2464 | 0,1753 4,905 | 2,452 
0,1753 4,911 | 2,455 
0,1540 
0,1376 
0,1564 
0,1633 
0,1240 
0,4032 
0,2771 
0,2993 


133: 


Wie man erkennt, sind die Molekularwärmen für die 
zweiatomigen Gase nahe einander gleich, nehmen aber mit 
der Dichte ganz regelmäßig zu. Für die dreiatomigen Gase 
gilt letzteres gleichfalls, aber in stiirkerem Maße. N, und CO 
haben nicht nur die gleiche Dichte, sondern auch das gleiche c, 
und c,. Für C,H, und C,H, sind die Werte C, einerseits und 
C, andererseits ebenfalls fast genau gleich. Zum Vergleich 
gebe ich in der letzten Tabelle die nach direkten Methoden 
bestimmten Werte c, anderer Autoren. 


Tabelle XX. 


Temperatur 


20° 
20° bis 100° 
0° ,, 100° 


| 
Des- 
1880n 
1 Ta- 
velche 
chen, 
omen, 
vciner | | 
nicht 
Luft . . . . | 28,96 
Ny... . . | 28,02 | 
on O,..... | 32,00 | 
| 
«. 
schen | 44,02 | 
amen SO, . . . . | 64,07 | 53 
1 Gat, | 
1 | 26,016 | | | | 
rhält 
gen: 
Be- Gas EEE Cp | Autor 
- 
Be. 0,2389 Schweikert 
| 0,2389 Wiedemann 
0,2374 Regnault 
0° ,, 200° | 0,2375 ps 
— 30° ” + 10° | 0,2377 ” 
102° „ +17° | 0,2372 Witkowski 
+20° „ +98° | 0,2372 = 
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Tabelle XX (Fortsetzung). 


Gas Temperatur Cy Autor 
| 
0° bis 200° 0,2438 | Regnault 
20° 0,2464 Schweikert 
23° bis 99° 0,2425 Wiedemann 
26° „ 198° 0,2426 PR 
0° ,, 200° 0,2461* Regnault 
20° 0,2464 Schweikert 
20° 0,2164 | Schweikert 
13° bis 207° 0,2175 | Regnault 
13° bis 100° 0,1940 | Strecker 
22° „ 214° | 0,1867 Regnault 
20° 0,2023 | Schweikert 
0° 0,2013 | Lussana 
15° bis 100° 0,2025 Regnault 
11° ,, 214° 0,2169 Rs 
— 28° „ +7° 0,1843 | em 
0° 0,1952* Wiedemann 
20° 0,20202 | Swann 
20° 0,2098 Schweikert 
0° 0,1983* | Wiedemann 
26° bis 103° | 0,2126 
27° ,, 206° | 0.2941 | 
16° ,, 207° 0,2262 | Regnault 
20° 0,1570  Schweikert 
16° bis 202° 0,1544 Regnault 
0° 0,5009 | Wiedemann 
100° 0,5319* | ” 
23° bis 100° 0,5202 | PR 
24° „ 216° 0,51246 Regnault 
20° 0,3486 Schweikert 
0° 0,3364* | Wiedemann 
10° bis 202° | 0,4058* Regnault 
0, Lussana 
20° 0,3760 | Schweikert 


Die angeführten Zahlen sind zum größten Teil den physi- 
kalisch-chemischen Tabellen von Landolt und Börnstein 
(3. Aufl.) entnommen; die mit (*) bezeichneten Zahlen ent- 
stammen O. Chwolson: Lehrbuch der Physik, III. Band. 
1905. 
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3. Zur Statistik der 
 Fourierkoeffizienten der natürlichen Strahlung; 
von M. v. Laue. 


In einer Entgegnung auf unsere Untersuchungen über 
einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und seine An- 
wendung auf die Strahlungsthcorie?) macht uns Hr. Einstein 
zwei Einwände, die wir hier eingehend besprechen möchten, 
obwohl wir — wie wir sogleich vorausschicken wollen — dem 
zweiten eine große Berechtigung zusprechen müssen. Denn 
so klargestellt, wie es bei der Wichtigkeit der Frage zu 
wünschen wäre, scheint uns die Sachlage bisher noch nicht. 


Den ersten dieser Einwände können wir in enger An- 
lehnung an Hrn. Einsteins Worte so aussprechen: Wenn 
auch in den Formeln (33), (34), (35) unserer ersten Arbeit 
eine statistische Abhängigkeit der Koeffizienten voneinander 
liegt, so darf daraus noch nicht gefolgert werden, daß auch 
bei natürlicher Strahlung solehe Abhängigkeit vorhanden ist. 
„Denn es ist doch gar nicht gesagt, daß der Grad von Un- 
ordnung, welchen jene ungeordnete Verteilung der Resonatoren 
über die Schicht von der Dicke 2cr mit sich bringt, derselbe 
sei, wie bei der natürlichen Strahlung. Dieser Verdacht erhebt 
sich um so dringender, als nach Laues rechnerischen Ergeb- 
nissen der Grad der statistischen Abhängigkeit zweier durch 
die Indizes p und p’ charakterisierten Glieder der Entwicke- 
lung für die resultierende Strahlung wesentlich durch den Wert 


a|p—p'|t 
T 
bedingt werde, d. h. durch eine von der Schichtdicke abhängige 


Größe, während doch eine derartige statistische Abhängigkeit 
bei der natürlichen Strahlung — falls eine solehe vorhanden 


1) Vgl. hierzu M. v. Laue, Ann. d. Phys. 47. p. 853. 1915 und 
A. Einstein, ebenda, p. 879. 


a 
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wäre — nichts zu tun haben dürfte mit der besonderen Er- 
zeugungsart der betrachteten Strahlung.“ 

Hierzu möchten wir fragen: Warum soll Strahlung, die 
von vielen „natürlich‘‘ strahlenden Quellpunkten ausgeht, 
nicht natürliche Strahlung sein? Wir wüßten zurzeit über- 
haupt keine bessere Bestimmung dieses Begriffes zu geben, 
als diesen Hinweis auf ihre Entstehung. Daß nach unseren 
Gleichungen die Stärke der statistischen Koppelung von der 
Dicke der Kugelschicht abhängt, über welche wir die Reso- 
natoren verteilt haben, wäre dann, aber auch nur dann, für 
unsere Schlußfolgerung verhängnisvoll, wenn die Größe t 
sonst keine Bedeutung für die die Strahlung darstellende 
Reihe (30) hätte. Tatsächlich aber bestimmt sie neben der 
Entwickelungszeit T die Zeitdauer, in welcher die genannte 
Reihe die von allen Strahlungsquellen herrührende Gesamt- 
strahlung darstellt, wie auch schon früher erwähnt wurde. 
Höchstens könnte Hr. Einstein in unserer Betrachtung die 
Berücksichtigung der Absorption und Zerstreuung der Strah- 
lung vermissen; doch glauben wir schon in Abschnitt III der 
früheren Arbeit (p. 874) wahrscheinlich gemacht zu haben, 
daß dies für die Frage nach der statistischen Koppelung nichts 
ausmacht. Wir glauben daher, daran festhalten zu sollen, 
daß sich aus der Zusammensetzung der Strahlung aus vielen 
Einzelstrahlungen kein Grund gegen die statistische Koppe- 
lung verschiedener Fourierkoeffizienten herleiten läßt. 


I. 


Auf ganz anderem Boden steht der zweite Einwand, da 
er sich um die Entstehung der Strahlung aus Einzelstrah- 
lungen überhaupt nicht mehr kümmert, sondern einfach die 
Fourierentwickelung einer Schwingungsfunktion f (t), also die 
Schwingung irgendeines linearen Gebildes, behandelt. Hr. Ein- 
stein führt zunächst ein ganz bestimmtes Wahrscheinlichkeits- 
gesetz für die Koeffizienten ein, nämlich: 


const x e~@d 4,dB,dA,dB,... 
Q = S> Gan Am 4, + Cnn Pn By + fan Am By): 
Wir stimmen ihm darin zu. Unser wesentlichster Grund dafür, 


der andere Wahrscheinlichkeitsgesetze ausschließt, ist der der 
„Isotropie‘‘. Geht eine Schwingung nach allen Richtungen 
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des Raumes in derselben Art vor sich, und setzen wir für drei 
zueinander senkrechte Schwingungsrichtungen (z, y, z) die 
übereinstimmenden Wahrscheinlichkeitsgesetze 


const d Bd d ..., 
Q > 4,” + Can + 2f, mn 4,” B,®) 
usw. 
voraus, so folgt für drei andere zueinander senkrechte Rich- 
tungen (£, n, ¢) wegen 
+ +99 = QO + QM +99 
und wegen 


d Ad Ad A® = f dA 
f dBOdB Wd B® = f d B,® dB,” d B,® 


dasselbe Wahrscheinlichkeitsgesetz. (Man bestätigt die drei 
letzten Gleichungen am einfachsten, indem man A,, 4, ® 
einerseits, A,®, A”, A,® andererseits als Punktkoordinaten 
im dreidimensionalen Raum auffaßt und berücksichtigt, daß 
zwischen ihnen orthogonale Transformationsformeln bestehen; 
für die Koeffizienten B gilt dasselbe.) 

Nun zeigt Hr. Einstein, daß die Konstanten f für alle 
Indizes, die Konstanten d und e für gemischte Indizes ver- 
schwinden müssen, so daß F in eine Summe reiner Quadrate 
übergeht und die statistische Koppelung zwischen ver- 
schiedenen Koeffizienten wegfallt. Sein Beweis beruht auf 
dem Schluß von einem großen Entwickelungsbereich auf einen 
kleineren Teilbereich und das in ihm geltende Wahrscheinlich- 
keitsgesetz. Wir halten diesen Gedanken für recht glücklich, 
nur scheint es uns bedenklich, daß bei der Mittelwertbildung 
in der zweiten Gleichung auf p. 884 auch solche Teil- 
bereiche berücksichtigt werden, die sich teilweise überdecken 
und deshalb in statistischer Hinsicht nicht voneinander un- 
abhängig sind. Denn um jene Mittelwerte zu bilden, sollte man 
aus der Schwingungskurve f (t) an sehr vielen getrennten Stellen 
Bereiche gleicher Größe herausgreifen und über sie mitteln; es 
erscheint uns keineswegs als selbstverständlich, daß Hrn. Ein- 
steins Verfahren zum gleichen Ergebnis führt. Mag dies Be- 
denken nun berechtigt sein oder nicht, jedenfalls wollen wir 
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im folgenden seine Überlegung so umgestalten, daß dabei 
lediglich von Teilbereichen die Rede ist, die sich vollständig 
ausschließen, und auch diese werden wir nicht zu klein wählen 
dürfen, wenn in ihnen die statistischen Verhältnisse voneinander 
unabhängig sein sollen. 

Das folgende Verfahren macht, da die Zahl der Fourier- 
koeffizienten im allgemeinen keine endliche ist, von der 
Theorie der quadratischen Formen unendlich vieler Veränder- 
lichen Gebrauch. Ich hatte mich dabei der sehr wirksamen 
Unterstützung der Herren Kollegen E. Hellinger (Frankfurt) 
und E. Hilb (Würzburg) zu erfreuen; ich möchte ihnen auch 
an dieser Stelle meinen Dank dafür aussprechen. 


III. 


Wir entwickeln die stetige Funktion f(t) für die Zeit 
0<t<T in eine Fouriersche Kosinus-Sinus-Reihe; deren 
Koeffizienten mögen A, und B, heißen. Für die unendliche 
Zahl dieser Koeffizienten nehmen wir das Wahrscheinlichkeits- 
gesetz (1) an. ; 

Wir wollen vorausschicken, daB man dies Gesetz wohl 
besser in der Form schriebe: 

lim (const + e A dB, ... dAyd By) 


33 (4,4, An + San Bm Ba + fan 


Die Konstante wäre für jedes N so zu bestimmen, daß man 
bei Ausführung aller Integrationen den Wert 1 erhält. 

Sodann unterteilen wir den genannten Bereich durch die 
k-1 Zeitpunkte 


T=1?, Rett... 


in k gleich große Teilbereiche, deren erster von 0 bis T,, 
deren «ter von T;_, bis T, und deren k-ter von T,_, bis T 
reicht. k ist beliebig, doch werden wir später eine obere 
Grenze dafür festsetzen müssen. Für jeden dieser Teilbereiche 
stellen wir dieselbe Funktion f(t) durch eine Kosinus-Sinus- 
Reihe dar und nennen die dem i-ten Teilbereich entsprechenden 
Fourierkoeffizienten a, und b,®. Durch Formeln, die leicht 
aus den Gleichungen (10) bei Hrn. Einstein (p. 883) zu ent- 
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nehmen sind, lassen sich alle a, und b, linear aus den A, und 
B, berechnen. Durch Umkehrung dieser Formeln stellt man 
die A,, B, linear durch die a,®, b,® dar und kann so den 
Ausdruck (1) zu einem Wahrscheinlichkeitsgesetz für die Ge- 
samtheit der a,®, b, machen. Wir fragen: Unter welchen 
Umständen gilt für jeden Teilbereich ein Wahrscheinlichkeits- 
gesetz von derselben Form (1) wie für den ganzen Bereich von 
0 bis T? 

Wir gewinnen an Allgemeinheit und Ubersichtlichkeit, 
wenn wir die besprochenen Kosinus- und ‚Sinusfunktionen 
durch irgendein vollständiges System normierter orthogonaler 
Funktionen!) ersetzen; unsere Kosinus und Sinus sind (wenn 
man sie noch mit dem Faktor Y2/T multipliziert) ein besonderer 
Fall eines solehen Systems. Nennen wir diese Funktionen für 
den Bereich von 0 bis T®,(t), für den i-ten Teilbereich @,® (t), 
so gilt im ganzen Bereich eine Entwickelung 


(8) fo = a F,®, 

im «ten Teilbereich aber entsprechend 

(4) fü = > 
1 


Da sich die Koeffizienten dieser Entwickelungen ganz wie 
gewöhnliche Fourierkoeffizienten durch Integralformeln 


Ti 
ff) 9,%@)de 
ö Ti-1 
aus f(f) berechnen lassen, lassen sich alle f,® linear durch die 


F,, ausdrücken, wie wir es soeben an dem besonderen Fall 
der A,, B, und a,®, b,® gesehen haben. 


Nach (8) folgt aus dem Hurwitzschen Theorem?) 


(6) [road = >F, 
0 


1) Vgl. wegen Orthogonalität und Normierung weiter unten Gl. (10a), 
wegen Vollständigkeit D. Hilbert, Göttinger Nachr. 1906. p. 435, bes. 442. 

2) A. Hurwitz, Mathem. Ann. 57. p. 425. 1903 und 59. p. 553. 1904. 
Vgl. auch A. Kneser, Integralgleichungen, Braunschweig 1911, $ 6. 
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und nach (4) entsprechend: 


Ti 
(6) frwa = 
Ti-1 
Für jeden Teilbereich gilt eine Gleichung (6); addiert man sie 
alle, so findet man, A 


DSfroa = fra 


Ti-1 
ist: 


(6a) = > 


Genau wie wenn die Summen endlich wären, folgt hieraus: 
In den Gleichungen, welche die f,® durch die F, oder umge- 
kehrt die F, durch die f,® ausdrücken, genügen die Koeffi- 
zienten den Orthogonalitätsbedingungen. Man kann infolge- 
dessen das unendliche Differentialprodukt 
dF, dF... 
gleichsetzen dem Produkt aus den Differentialen aller f„® 
df, df... df,®... df, df,™..., 


wie wenn die Zahl dieser Veränderlichen endlich wäre. Die 
Anwendung auf unseren besonderen Fall, in welchem die 
®,(t) und 9„®(t) Kosinus- und Sinusfunktionen mit konstanten 
Faktoren sind, ergibt, daß man in (1) das Produkt 
dA, dB,dA,dB,... 

mit einer Veränderung des konstanten Faktors ersetzen kann 
durch 

da, da,® db,® ......da,® db,® da,® dd,®... 

da,® db,® da,® db,™... 

Da der Übergang von den F, zu den f„® linear erfolgt, 

so geht jede quadratische Form 


Q= > FF, 


über in eine quadratische Form 


1 


Annalen der Physik. IV. Folge. 48. 43 
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Also wird in dem Wahrscheinlichkeitsgesetz (1) der Exponent Q 
eine quadratische Form aller a,® und b,®. Damit aber jeder 
Teilbereich ein Wahrscheinlichkeitsgesetz von derselben At 
erhält, wie der ganze Bereich, müssen wir fordern: 

1. Die Wahrscheinlichkeitsgesetze für verschiedene Teil- 
bereiche müssen voneinander unabhängig sein, wenigstens 
wenn diese Teilbereiche nicht zu klein sind. Denn wir haben 
das Gesetz (1) für den Bereich von 0 bis T ebenfalls ohne 
Rücksicht auf andere Zeitbereiche angesetzt. Daß es dabei 
freilich für die Größe der Teilbereiche eine untere Grenze 
geben muß, sieht man daran, daß ja die Werte der Schwingungs- 
funktion f{f) in sehr kleinen benachbarten Bereichen schon aus 
Stetigkeitsgründen in einem gewissen Zusammenhang stehen, 
so daß solehe Bereiche in statistischer Hinsicht sicher nicht 
unabhängig sind. Man darf deshalb die Zahl k der Unter- 
teilungen bei vorgegebenem Wert von T nicht zu groß, aber 
unterhalb einer gewissen Grenze beliebig wählen. Mathe- 
matisch spricht sich diese Forderung so aus, daß die im 
Wahrscheinlichkeitsgesetz auftretende Form Q statt durch (8) 
durch die vereinfachte Formel 


dargestellt sein soll, in welcher alle Glieder mit gemischten 
oberen Indizes fehlen. 

2. Das Wahrscheinlichkeitsgesetz soll bei gegebener Größe 
des Entwickelungsbereiches von dessen Anfangszeitpunkt un- 
abhängig sein. 

Um die Transformation der Form @ durchzuführen, 
machen wir von einem in der Theorie dieser Formen wohl- 
bekannten Satz Gebrauch, den wir hier aber zur Erleichterung 
für den Leser in aller Kürze, ohne auf Konvergenzfragen ein- 
zugehen, ableiten wollen.) Eine beliebige Funktion K(t, u) 
kann man entsprechend der Gleichung (3) nach t für den 
Bereich von 0 bis T in eine Reihe 


(10) K(t,u) = >? ©, (0 


entwickeln, deren Koeffizienten K,(u) natürlich noch Funk- 
tionen von u sind. Multiplizieren wir die Gleichungen (8) 


1) D. Hilbert, Göttinger Nachr. 1904. p. 439 bzw. 452. 
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und (10), so folgt durch Integration nach t, da man die Reihen 
gliedweise integrieren und nach der Definition der ® „(t) als 
normierter Funktionen 


1, wenn p= 


(10a) f ®,() 0, dt= 0, wenn p von q verschieden 


setzen darf: 


T — 
(11) u) = KW F,. 
0 


Jeden der Koeffizienten K,(u) können wir aber für den 
Bereich 0 < u < T wieder in eine Reihe 


(12) K,(u) = >: K,, ®,(u) 


entwickeln. Führen wir nun noch eine beliebige stetige Funk- 
tion g(u) ein, für welche in demselben Bereiche 


(13) g(u) = ®, (w) 


gilt, so folgt aus (12) und (18) auf dem soeben beschrittenen 
Wege: 


- 
(14) f K,Wgw)du= K,, 6, 
0 


Multiplizieren wir schließlich (11) mit g(u)du, so ergibt sich 
durch Integration nach u von 0 bis T: 


f f Kit, u) f(t) g(u) dtdu = f (SK, (u) F,) gl) du 
00 0 


= SP, Kg = >» >'4,,F, 
0 


Wählen wir g(t) = f{t), so wird hieraus: 


(15) f f Ku) dtdu = Dr Di K,,F,R,. 
00 


Aus (10) und (12) folgt überdies: 
(16) K(t,u) = >>: K,, ©, (t) ®, (u). 
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Multipliziert man dies mit ®,(t)®,(u)dtdu, so findet man 
durch Integration nach beiden Veränderlichen von 0 bis T 
nach (10a): 


(17) K,=[[ © dedu. 
Pq P q 


Das System der Konstanten K,, und die Funktion K(t, u) 
bedingen sich somit gegenseitig; man kann aus den K,, nach 
(16) diese Funktion und nach (17) umgekehrt aus ihr die K,, 
bestimmen. Da selbstverständlich K,, = K,, ist, so wird 
bach (16) K(t,u) = K(u, t) eine symmetrische Funktion der 
beiden Veränderlichen. 


u 
N 


14 


Fig. 1. 


Infolgedessen gibt es auf jeden Fall eine Funktion K (t, u) 
derart, daß man nach (15) die quadratische Form (7) 


(18) Q= >> = Kewl 
00 


setzen kann.!) Die Integration ist in der tu-Ebene über ein 
Quadrat von der Seitenlinge T auszuführen (vgl. Fig. 1). 


1) DaB die zuerst von Hrn. Einstein (1910) gestellte Frage nach 
einem Wahrscheinlichkeitsgesetz der Fourierkoeffizienten einen guten 
mathematischen Sinn hat, erkennt man daran, daß das Wahrscheinlich- 
keitsgesetz (1) nichts an sich hat, was auf die Entwicklung von /(t) nach 
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Die Geraden und T, Ty... 
teilen dies in k* gleiche Teilquadrate. Unsere Forderung 1 
verlangt nun, daß sich Q darstellen läßt als Summe von k 
Doppelintegralen 

(19) 

Ti-ı 
deren jedes sich auf ein auf der Diagonale t= u gelegenes 
(wir sagen kürzer: diagonalgelegenes) Teilquadrat bezieht. 
Denn entsprechend der Formel (15) kann man das Integral (19) 


f [row u) f(u) dt du = > > 


Ti-1 Ti-1 
setzen, findet also dann, aber auch nur dann, für Q die Dar- 
stellung (9). Damit aber im Integral (18) die Anteile der nicht 
diagonal gelegenen Teilquadrate verschwinden, muß die Funk- 
tion K(t,u) nar in der Nähe der Diagonale t = u wesentlich 
von 0 verschieden sein. Nebenbei sieht man auch, daß die 
in (19) eingeführte Funktion K(t, uw) = K({t, u) ist. 

Freilich sieht man auch sofort, daß dies nicht streng zu- 
treffen kann. Denn legt man längs dieser Diagonale einen 
Streifen fest, in welchem K(t, u) allein merklich von 0 ver- 
schieden ist, so verläuft er nur dann so gut wie vollständig 
in diagonal gelegenen Teilquaara’en, wenn diese nicht zu 
klein, die Zahl k der Unterteilungen also nicht zu groB ist. 
Wollte man k weiter und weiter wachsen lassen, so würden 
schließlich auch nicht diagonal gelegene Teilquadrate ganz 
oder zu erheblichen Teilen in jenen Streifen zu liegen kommen, 
also auch einen merklichen Beitrag zum Integral (18) liefern. 
(In der Figur ist die Annäherung besser, wenn wir die Strecke 
von 0 bis T nur in 5 statt in 10 Teile zerlegen.) Dies aber 
stimmt zu dem schon oben ausgeführten, daß es sich hier nur 
um eine Näherung für hinreichend kleine k handeln kann. 


ii und Sinusfunktionen hinweist, sobald man in ihm den Ex- 
ponenten Q durch das Doppelintegral (18) ersetzt. Denn das unendliche 
Differentialprodukt in (1) verändert sich nicht, wenn man die genannten 
Funktionen durch irgendein anderes vollständiges, orthogonales System 
normierter Funktionen ersetzt; der Beweis für diese Behauptung ergibt 
sich, wie auf p. 672, aus dem Hurwitzschen Theorem. Ausdruck (1) ist 
somit schlechthin als ein Wahrscheinlichkeitsgesetz für die Funktion f (t) 
zu bezeichnen. 
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Um noch mehr über K(t,u) zu erfahren, wird es nun 

zweckmäßig sein, statt t und u die Veränderlichen 

v=t+u, 
einzuführen. K(t, u) geht dadurch in eine Funktion 
L(v,w) = K (4 +w), w)) 

über, die nach dem |Gesagten nur für kleine Werte von w 
erhebliche Werte annimmt. Der stetigen Verschiebung des 
Anfangspunktes unseres Entwickelungsbereiches entspricht nun 
eine stetige diagonale Verschiebung des zugehörigen Qua- 
dıates in der Figur. Da sich hierbei nach Forderung 2 das 
durch K(t, u) = L(v, w) vollständig bestimmte Wahrscheinlich- 
keitsgesetz nicht ändern darf, so muß L eine von t unab- 
hängige Funktion L(w) von w allein sein, und zwar eine 
gerade Funktion von w, da K(t, u) eine symmetrische Funktion 
von t und u war. 

Damit ist es nun leicht gemacht, die gesachten Werte 
der Koeffizienten K,, aus der Gleichung (17) abzuleiten. Wir 
gehen aber sogleich zu dem besonderen Fall über, daß die 
Funktionen ®,(t) durch 


2 2 2ın 
ein 25" oder Fes 


zu ersetzen sind. Mit der in 1 angewandten Bezeichnungs- 
weise liefert Gleichung (17), wenn man als Integrations- 
variabeln v und w einführt: 


f L(w)cos (Fe + w)) cos Gre w)) dude, 
20)1e,,- L(w) sin (“Fe + w)} sin (Fe w)} dv dw, 


L(w) cos ("7 ™(v + u)) sin (37 (0 — w)) dvdw. 


Der mia We ist zunächst das große Quadrat unserer 
Figur. Wir bleiben aber im Rahmen der schon oben benutzten 
Näherung, wenn wir uns bei der Integration auf einen Streifen 
zu beiden Seiten der mehrfach erwähnten Diagonalen be- 
schränken, dessen Breite so zu wählen ist, daß L(w) außerhalb 
so gut wie Null ist. Desgleichen dürfen wir ruhig, obwohl 
wir damit den Bereich unseres Quadrates etwas überschreiten, 
nach v von 0 bis 2 T integrieren. Dann wird der Integrations- 
bereich ein in der Figur eingezeichnetes schmales Rechteck, 
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dessen kurze Seiten durch die Eckpunkte unseres Quadrates 
gehen. Auf diese Art finden wir aus (20): 


d.„= { cos (m —n)v+(m+n)w 


((m + n)v + (m —n)wo)}, 


+ cos 7m + n)v + ( (m—n)w)|, 
(= + 


27 
1 
Im = [av { sin 
0 
— sin = 7 (m +(m+ n)w) | 
Die Integration nach » liefert hier stets 0, außer wenn m = n 
ist. Fir diesen Fall aber ergibt sie: 


dyy = = { cos w) dw =6.. 


fan = — f Zw) sin dw. 
Da L(w) eine gerade Funktion ist, ist auch fp, = 0. 


Im Wahrscheinlichkeitsgesetz (1) verschwinden damit alle die 
Summanden im Exponenten @, in denen sich eine statistische 
Koppelung von Partialschwingungen verschiedener Frequenz 
ausspräche. Es wird einfach 


Q= 


Dies Ergebnis stimmt mit dem von Hrn. Einstein abge- 
leiteten völlig überein. 

Die C, sind dabei die gewöhnlichen Fourierkoeffizienten 
der Funktion L(w) für den Entwickelungsbereich von — } T 
bis + 4 T; denn wegen der Besonderheit der Funktion L(w) 
können wir in (21) den bestimmten Integralen ohne weiteres 
diese Grenzen geben. Man erkennt daran, daß sie zwar von 
der Größe des für f(t) gewählten Entwickelungsbereiches, die 
gleich T ist, abhängt, nicht aber gemäß Forderung 2 von 
dessen Anfangszeitpunkt. Die auf die Teilbereiche von 0 


+n)v+(m — n) w) 


(21) 
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bis T,, T, bis T, usw. bezüglichen Wahrscheinlichkeitsgesetze 
erhalten somit alle genau die gleiche Form. 

Es gibt also kein Wahrscheinlichkeitsgesetz mit Koppe- 
lungsgliedern, das auf beliebige Zeitbereiche anwendbar wäre. 
Nun wäre es an sich wohl denkbar, daß es in der Natur be- 
vorzugte Zeitbereiche gäbe, die man hier zu benutzen hätte; 
für annähernd einfarbige Schwingungen könnte die Periode 
oder der reziproke Wert der spektralen Breite (in Schwingungs- 
zahlen gemessen) ein Maß für solche Zeiten abgeben. Doch 
scheint uns eine derartige Theorie wenig aussichtsreich. 

In unserer ersten Arbeit benutzten wir für die Strahlung 
Fourierreihen, die nur für einen Teil des Entwickelungs- 
bereiches die wirkliche Schwingung darstellten. Wenden wir 
aber das Ergebnis dieses Abschnittes auf die Schwingungen 
einzelner Strahlungsquellen an, so folgt daraus, daß die mathe- 
matischen Hoffnungen, 


a, ay cos ty) a,a, sin m ty) 
welche in den Gleichungen (34) und (85) der früheren Arbeit 


die entscheidende Rolle spielen, Null sind. Damit fällt auch 
für derartige Reihen jedes Koppelungsglied fort. 


Frankfurt, Oktober 1915. 


(Eingegangen 14. Oktober 1915.) 
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4. Neutralisationswärme und Quantentheorie; 
von Adolf Heydweiller. 


1. Unter den wertvollen Beziehungen zwischen optischen 
und thermischen Größen, die uns die Quantentheorie 
M. Plancks aufgedeckt hat, ist auch eine zwischen. der 
Wärmetönung chemischer Umsetzungen und den gleich- 
zeitigen Änderungen optischer Eigenschaften, wie sie nach 
der Elektronentheorie durch die Schwingungszahlen von 
Elektronen dargestellt werden können. 

Für die Energie eines Systems von N linearen Oszilla- 
toren von der Schwingungszahl » bei der absoluten Tem- 
peratur T leitet Hr. Planck die Gleichung ab!) 


E=N:hv 
er? | 
worin h das Wirkungsquantum und h/k = 4,8- 10-4, 

Handelt es sich um Vorgänge bei gewöhnlicher Tem- 
peratur (T etwa 300°) und um Eigenschwingungen von Elek- 
tronen (10% < » < 101), so liegt der Exponent von e zwischen 
10? und 104 und das zweite Glied der rechten Seite ist zu 
vernachlassigen. 

Daraus läßt sich schließen, daß die Wärmetönung chemi- 
scher Umsetzungen, die bei gewöhnlicher Temperatur ver- 
laufen und bei denen nur ein Elektron in der Molekel eine 
Änderung seiner Bindung und damit seiner Schwingungszahl 
erfährt, dieser Änderung proportional ist, und daß die Pro- 
portionalitätskonstante für die in Erg ausgedrückte und auf 
ein Mol bezogene Wärmetönung Nh/2 ist, wenn N die 
Avogadrosche Zahl der Molekel im Mol bedeutet. Die Um- 
setzung wird eine Wärmeentwicklung liefern (exotherme 
Reaktion), wenn die Bindung der Elektronen fester, ihre 


1) M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung, 2. Aufl. p. 140. 1913. 
Gleichung (223). 


tze 
pe- 
‚re. 
be- 
te; 
de 
| 
ch | 
ng 
vir | 
en 
ch 


682 A. Heydweiller. 


Schwingungszahl größer wird, das Refraktionsäquivalent also 
abnimmt. Es fragt sich, ob derartige Vorgänge nachweisbar 
sind. 

2. Untersuchungen über die Elektronenoptik der Ionen 
im Wasser machten es mir wahrscheinlich, daß bei den Ionen- 
reaktionen, insbesondere bei dem elektrolytischen Zerfall der 
Molekel und bei ihrer Bildung aus den Ionen, die eintretenden 
optischen Änderungen sich vollständig zurückführen lassen auf 
die Änderung der Eigenschwingungen der Valenzelektronen, 
und daß also für die Reaktionen der binären Elektrolyte die 
obigen Voraussetzungen zutreffen. 

Auch Hr. Haber, der auf diese Verhältnisse zuerst auf- 
merksam machte!), hat für seine Betrachtungen und Folge- 
rungen die Bildungs- und Umwandlungswärme von Salzen, 
aber im festen Zustande, herangezogen. In Lösungen liegen 
die Verhältnisse noch einfacher; es fehlten aber damals die 
erforderlichen experimentellen Grundlagen. 


3. Für eine Prüfung der Theorie ist die Verbindungs- 
wärme der Ionen H und OH besonders geeignet; einmal ist 
sie als Neutralisationswärme recht genau gemessen und dann 
besitzt sie — im Gegensatz zu den Verbindungswärmen der 
meisten anorganischen Ionen — eine Größe, die eine nicht un- 
beträchtliche und daher leichter genau meßbare Änderung 
der Elektronenfrequenz erwarten läßt. Endlich kann man 
hier besonders genaue Beobachtungen über optische Eigen- 
schaften des flüssigen Wassers verwenden, um die Schwingungs- 
zahlen der Elektronen in der Wassermolekel zu bestimmen. 


4. Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen und nume- 
rischen Werte: 


Die Verbindungswärme der Ionen H und OH bei 18° 
Q = 1,376 -10* 15%-g-Cal?), 
das mechanische Wärmeäquivalent 
J = 4,190 - 107 C.G.S., 
die Gaskonstante 
R = 8,815 - 10° 0.6.S., 


1) F. Haber, Verh. d. D. Physik. Ges. 18. p. 1117. 1911. 
2) A. Wörmann, Ann. d. Phys. 18. p. 775. 1905; A. Heydweiller, 
Ann. d. Phys. 28. p. 508. 1909. 
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die Lichtgeschwindigkeit 
v = 3,00 1010 0.G.8., 
die Wien-Plancksche Strahlungskonstante 
c = 1,487 em- Grad), 
das Produkt aus Avogadroscher Zahl und Planckschem 
Wirkungsquantum 


vo 
die Eigenschwingungszahlen des Valenzelektrons in der Wasser- 
molekel bzw. im OH-Ion », und »;, dann ist nach dem Vor- 
hergehenden zu setzen 


2/0 = 1015 
Ta we = 0,2895 - 1015 sec 


mit einer Unsicherheit, die 1 Proz. nicht überschreiten wird 
und wahrscheinlich nur die Hälfte beträgt. 


— 3,983 - 10-3 0.6.8, 


(1) V, 


5. Zur optischen Auswertung des Schwingungszahlen- 
unterschiedes »„ —», stützen wir uns auf P. Drudes Elek- 
tronentheorie und einige besondere Annahmen, nämlich: 


1. Die Wassermolekel enthält eine größere Anzahl von 
fester gebundenen Elektronen von großer und nahezu gleicher 
Schwingungszahl und ein loser gebundenes (halbfreies) Valenz- 
elektron, durch das die Erscheinungen der Dispersion und der 
magneto-optischen Drehung hauptsächlich bedingt sind. 

2. Beim elektrolytischen Zerfall ändert sich nur die 
Schwingungszahl des Valenzelektrons, die der übrigen Elek- 
tronen bleibt ungeändert. 

8. Allen Elektronen kommt dasselbe (normale) Verhältnis 
von Ladung zu Masse (e/m = 5,30 10" C.G.8. el. stat.) zu, 
wie den freien Elektronen der langsamen ß- und Kathoden- 
Strahlen. 

Daß die Annahmen 1 und 3 die Brechung, Dispersion und 
magneto-optische Drehung der H,-Molekel bei gewöhnlicher 
Temperatur befriedigend darstellen, wurde kürzlich gezeigt*), 
demnächst soll der gleiche Nachweis für die entsprechenden 


1) E. Warburg, G. Leithäuser, E. Hupka, C. Müller, Ann. 
d. Phys. 40. p. 626. 1913. 
3) A. Heydweiller, Verh. d. D. Physik. Ges. 17. p. 179. 1915. 
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optischen Eigenschaften zahlreicher Ionen im Wasser an der 
Hand eines großen Beobachtungsmaterials geliefert werden. 
Eben diese Untersuchungen führten zu der Annahme 2, die 
schon der Gleichung (1) zugrunde gelegt ist. 


6. Weiter benutzen wir noch folgende Bezeichnungen und 
Zahlenwerte, die letzteren in C.G.8.-Einheiten bezogen auf 
18° und Natriumlicht (Vakuumwellenlänge A = 5,895 - 10 em, 
Schwingungszahl » = 5,089 - 1014 sec-!): 

n Brechungsexponent, 

V Mol-Volumen, 


R= ‚rs Mol-Refraktion nach Lorenz-Lorentz, 

w Verdet-Konstante der magneto-optischen Drehung; 
die Indizes m und i beziehen sich wie vorher auf Wasser- 
moleküle bzw. Wasserionen und zwar in feiner Verteilung 
(Dampf oder Lösung), so daß n?+2=3 gesetzt werden 
darf, der Index w ist auf flüssiges Wasser bezogen und es 
wird gesetzt: 

= 8,808 10% (abs. Bogenmaß), 

N. = 1,33316, 

R. = 18,016 - 0,2068 = 3,726 nach L. Lorenz), 

N, = 2,8948-1014 die Ladung eines einwertigen g-Ions 

(el. stat.), 


v, die Eigenschwingungszahl der gebundenen Elektronen, 
p ihre Anzahl in der Molekel. 


Die Elektronentheorie liefert dann folgende Gleichungen: 


(2) m 1 Nee 


oder 3,808 - 10-% = 1,549 . 10% P 


(3) 


oder 8,726 = 16,28 - 10% 


Vn? — 


1 
(4) R,= 16,28 - 10% { + 


1) L. Lorenz, Wied. Ann. 11. p. 97. 1880; Cuvres scientif. I, 
p. 334. 1898. 
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Aus (2) und (3) ermitteln wir », und p/(»,?— »2) und 
erhalten dann aus (4) »;, wenn wir noch R, bestimmt haben. 
Setzen wir zur Abkürzung: 


(©) t = = 10" = 0,2289-10-% und 

so folgt 

1+// of +035 -1} 

[o+n&-1}}. 


Zur Berechnung dieser beiden Größen muß also noch p 
bekannt sein. Das ist nur mit Hilfe anderer Zusammenhänge 
möglich, auf die einzugehen hier zu weit führen würde und 
die den Wert p= 10 ergeben. Es sei aber betont, daß, wie 
leicht festzustellen ist, die beiden gesuchten Werte von p nur 
in sehr geringem Maße abhängen; so wie »„? auch nur sehr 
wenig durch den Wert von C, beeinflußt wird; dasselbe gilt 
von den hier vernachlässigten ultraroten Eigenschwingungen. 

Die angegebenen Zahlenwerte ergeben 


v,? = 6,709 109° sec”?, 
(9) Im = 2,590 ° 1035 sec !, 


0,07888. 

7. Es bleibt noch R, zu bestimmen. Dazu wurde der- 
selbe Weg eingeschlagen, der früher zur Kenntnis der Ionen- 
refraktion für eine größere Zahl von Ionen geführt hat!), 
nämlich die Bestimmung der Dichte, Lichtbrechung und 
elektrischen Leitfähigkeit von Alkali-Hydroxyd-Lösungen ver- 
schiedener Konzentration in Wasser. Diese Bestimmungen 
wurden neu ausgeführt, da das vorliegende Beobachtungs- 
material nicht umfangreich, einheitlich und zuverlässig genug 
erschien, und zwar an den Hydroxyden von Li, Na, K, Rb 
in je sechs bis acht verschiedenen Konzentrationen. 


1) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 41. p. 499. 1913. 
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Es wurden die besten käuflichen Substanzen verwendet: 
KOH ‚,Merck“ Ia, LiOH ‚Kahlbaum“, NaOH aus Natrium 
und RbOH ebenfalls von Kahlbaum bezogen. Für möglichste 
Vermeidung von Kohlensäure wurde gesorgt; das Lösungs- 
und Verdünnungswasser wurde in der einfachen, von F. Kohl- 
rausch!) angegebenen Weise mit Ätzkalk gereinigt, und in 
möglichst kohlensäurefreier Luft gearbeitet. 

Die Konzentrationen wurden durch Titrierung mit Oxal- 
säure und Phenolphtalein als Indikator bestimmt; für jede 
Reihe wurden, auch zur Kontrolle der Verdünnungsverhält- 
nisse, mehrere Titrierungen vorgenommen, die bis auf wenige 
Tausendstel ihres Betrages übereinstimmende Werte der Kon- 
zentrationen ergaben. 

Wegen der verhältnismäßigen Kleinheit der Refraktion 
des OH-Ions wurde in den Bestimmungen der Lichtbrechung 
und Dichte eine erhöhte Genauigkeit gegen die früheren 
Messungen erstrebt und dadurch erreicht, daß bei den ersteren 
das Eintauchrefraktometer von Zeiss?) und bei den letzteren 
Dewarsche Gefäße zur Aufnahme von Lösung und Wasser 
verwandt wurden. Das Eintauchrefraktometer liefert bei sorg- 
fältiger Handhabung die 5. Dezimale des Brechungsexponenten 
genau und gestattet dabei — was gerade hier wegen der 
Kohlensäureaufnahme aus der Luft wichtig ist — ein sehr 
schnelles Arbeiten, und die Dewar-Gefäße sichern die bei 
der Dichtevergleichung von Lösung und Wasser so wichtige 
Temperaturkonstanz bei einer so mäßigen Größe des Bades, 
daß es noch im Wagekasten einer feinen Analysenwage unter- 
zubringen ist. 

Im übrigen verweise ich bezüglich der Einzelheiten der 
Messungen auf frühere Arbeiten.?) In gleicher Weise wie dort 
sind auch hier die Ergebnisse in den folgenden Tabellen 1—4 
zusammengestellt und zwar die Molekulargewichte M der 


1) F. Kohlrausch, Zeitschr. f. physik. Chem. 42. p. 193. 1902; 
Ges. Abh. II, p. 987. 

2) Nur bei den konzentriertesten Lösungen von NaOH, KOH, 
RbOH, die außerhalb des Meßbereichs des Eintauchrefraktometers liegen, 
wurde das Abbesche Refraktometer benutzt; diese Messungen sind daher 
weniger genau. 

3) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 30. p. 873. 1909; 87. p. 739. 
1912; 41. p. 499. 1913. 
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gelösten Körper und die Summe der Tonen beweglichkeiten Ay 
nach F. Kohlrausch, die Konzentrationen m in gr-Aq./Liter, 
die elektrischen Leitvermögen x in Ohm-!-cm-!, die Aqui- 
valentleitvermögen A und die Verhältnisse += A /Ao, die 
Dichten s», und s»,, bezogen auf Wasser von 4° bzw. 18°, 
die Unterschiede der Brechungsverhältnisse für Natriumlicht 
gegen den des Wassers von 18° (1,33316) und endlich die auf 
die Konzentration m = 1 bezogenen prozentigen Unterschiede 
von Dichte und Lichtbrechung der Lösungen gegen Wasser 
gleicher Temperatur 
A,=100°—* und 4,= 1007"; 
ms 


alles auf die Temperatur 18° bezogen. 
A und B sind die Konstanten der linearen Beriehung 
A=B+(4A-B)i, 
die sich für Dichte und Lichtbrechung um so besser bewährt, 
je weiter die Genauigkeit getrieben wird, wie die Vergleichung 


der berechneten Werte von 4, und 4, mit den beobachteten 
und ihre Unterschiede ö in den Tabellen 1—4 zeigen. 


Mit Hilfe der Konstanten A, und A, berechnet sich die 
Tonenrefraktion der Alkalihydroxyde für Natriumlicht: 


(10) R/ = 0,3055 {36,30 A, +M -104,}. ! 
Tabelle 5. 

+ p’-0,1444 | 6-10° 

H-OH | 0 
Li-OH 2 | 3,035 | 0,8061 | 4,708 | 4,733 -25 
Na-OH 6 | 4,725 | 0,9126 5,330 | 5,311 +19 
K-OH | 20 | 5,355 | 0,9140 | 7,359 | 7,333 +26 
Rb-OH | 29 | 9,688 | 0,9984 | 8,612 | 8,632 - 20 


1) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 41. p. 518. 1893, Gleichung (4). 
Dort ist irrtümlich noch ein übrigens sehr unbedeutendes Korrektions- 
glied + 0,27 4,2 angegeben; es muß richtig heißen — 0,16 m 4,? (vgl. 
J. Howitz, Über die Refraktionsäquivalente von Salzen im Wasser für 
Natriumlicht, Diss. Rostock 1914) und verschwindet bei der Extra- 
polation auf unendliche Verdünnung (m = 0), also beim Übergang von 
A,, zu A,. Die früher angegebenen Zahlen und Schlußfolgerungen werden 
durch diesen Irrtum kaum berührt. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 48. 44 
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Tabelle 5 gibt die Zusammenstellung der Werte A, und A, 
mit den daraus berechneten Werten R/’. Aus ihnen findet 
man endlich die gesuchte Refraktion der Ionen H + OH auf 
folgende Weise. 

Es wurde früher gezeigt!), daß die Ionenrefraktionen ge- 
löster Salze mit gemeinsamem Anion sich um Beträge unter- 
scheiden, die das Vielfache eines Einheitsvolumens, der 
„Elementarstere“ sind. Diese Elementarstere wurde damals 
zu 0,29 ccm bestimmt. Auf Grund neuerer Erfahrungen und 
Überlegungen halte ich es jetzt für richtiger, sie gleich der 
Hälfte dieses Betrages zu setzen. 

Der Unterschied zwischen den entsprechenden Lithium- 
salzen und Säuren ist das 2fache, zwischen Natrium- und 
Lithiumsalzen das 4fache, zwischen Kalium- und Natrium- 
salzen das 14fache, zwischen Rubidium- und Kaliumsalzen 
das 9fache jenes Betrages. 

Wir können daher, wenn wir mit p’ eine für jedes Kation 
charakteristische ganze Zahl bezeichnen, die Refraktion der 
ionisierten Metallhydroxyde setzen: 


(11) R/’=R,+p'V,, 
worin V, die Elementarstere ist und bzw. zu setzen ist: 
p= 2 6 20 29 


für Li Na K Rb 


Aus den Werten von R,’ in Tabelle 5 ergibt sich mit 
kleinsten Quadraten berechnet die Refraktion von H + OH: 


(12) R, = 4,444 + 0,016 cem 
und die Elementarstere 
V, = 0,1444 ccm, 


letztere in guter Übereinstimmung mit den Werten, die sich 
aus den neuesten Beobachtungen an den Alkali-Halogensalzen 
ergeben. 
Die nach (11) berechneten Werte von R,’ sind in Tabelle 5 
nebst den Unterschieden gegen die beobachteten angeführt. 
Bei der Bewertung der Genauigkeit von R, ist zu be- 
rücksichtigen, daß in diesem Wert eine große Anzahl von 


1) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 41. p. 523f. 1913; Verh. d. D. 
Physik. Ges. 15. p. 821. 1913. 
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Einzelmessungen verschiedenster Art eingehen, deren Fehler 
sich summieren und bei ungünstiger Lage bei der Extra- 
polation auf unendliche Verdünnung stark vergrößert werden 
können. Der oben angegebene mittlere Fehler von 0,36 Proz. 
kann schon durch Fehler in der 6. Dezimale der Dichten und 
Brechungsexponenten hervorgebracht werden. 

Setzen wir nun in 


(4) R,= 16,28 . 10% | 
den Wert (9) 


1 


— 


= 0,07388 


und den vorstehenden Wert (12) für R, ein, so ergibt sich 
= 0,19913, 
und hieraus 
= 5,281 - sec—2, 
(13) v, = 2,298 - 1015 sec, 
folglich unter Berücksichtigung von 
(9) Ym = 2,5% 1035 


(14) Vm — 9% =:0,292 - 1015 sec-!. 


Die Aufstellung der Fehlergleichung ergibt: 
— 0,635° + — 465%, 

woraus hervorgeht, daß der mittlere Fehler von 0,36 Proz. 
in R, allein schon einen solchen von 1,66 Proz. in », — % 
bedingt. 

Vergleichen wir nun schließlich den Wert (14) mit dem 
aus der Neutralisationswärme abgeleiteten Werte in (1), Ab- 
schnitt 4: 


(1) Ym — 9; = 0,2895 - 1015 see-! 


so finden wir, daß der Unterschied nur 0,86 Proz., d.h. nur 
die Hälfte des allein schon durch die Unsicherheit des Wertes 
von R, bedingten mittleren Fehlers beträgt. 
Die Übereinstimmung ist also so gut, wie man sie nur 
erwarten kann, und bestätigt mithin aufs beste die Grund- 
44* 
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lagen der Berechnung: die Quantenlehre, die Elektronen- 
theorie und die in Abschnitt 5 angeführten besonderen An- 
nahmen über die Elektronenoptik der Elektrolyte. 

Der beabsichtigten Ausdehnung dieser Untersuchung auf 
andere Stoffe stellen sich Schwierigkeiten entgegen. Sie liegen 
darin, daß meist der Unterschied zwischen »„ und », weit 
kleiner ist, als beim Wasser und daß », nur aus Beobachtungen 
an Lösungen abzuleiten ist, für die nur schwer die dann 
erforderliche größere Genauigkeit erzielt werden kann. 

So ergibt sich z. B. aus den vorliegenden Bestimmungen 
der elektrolytischen Dissoziationswärme der Essigsäure aus 
der Neutralisationswärme und aus der Änderung der Dis- 
soziationskonstanten mit der Temperatur, daß der Unter- 
schied »„ — v; weniger als 1 Proz. von »„ beträgt. Aus den 
vorliegenden Bestimmungen von », läßt sich nur schließen, 
daß dieser Betrag dem Vorzeichen und der Größenordnung 
nach richtig ist, daß also kein Widerspruch mit der Theorie 
vorliegt, eine Bestätigung derselben aber nicht ableiten. 


Rostock, Physikal. Institut, September 1915. 


(Eingegangen 27. September 1915.) 
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5. Untersuchung stehender Luftschwingungen 
(insbesondere in Flöte und Orgelpfeife); 


von Wilhelm Steinhausen. 


(Bearbeitung der Gießener Dissertation ,,Zur Kenntnis der Luft- 
schwingungen in Flöten‘, März 1914). 


(Hierzu Tafel XV, XVI u. XVII.) 


Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung dem 
Wunsche, den Schwingungszustand im Innern einer tönenden 
Luftsäule sichtbar zu machen und messend zu verfolgen. Als 
mir seinerzeit Hr. Professor Wachsmuth in Frankfurt a.M. 
die Aufgabe stellte, die Töne der Flöte auf ihre Entwicklung 
und Veränderlichkeit hin zu untersuchen, schien es mir von 
vornherein festzustehen, daß durch alleinige Aufzeichnung der 
Tonhöhen und Klangfarben der einzelnen Töne bei den ver- 
schiedenen Versuchsbedingungen nichts wesentlich Neues er- 
reicht werden könne. Vielmehr schien es mir nötig, vorerst 
experimentell festzustellen, wie die Schwingung in einer sol- 
chen tönenden Luftsäule überhaupt vor sich geht. Nun ist 
die quantitative Bestimmung der Luftbewegung im Innern 
von tönenden Luftmassen mit großen Schwierigkeiten ver- 
knüpft, so daß es nur dem günstigen Umstand der Benutzung 
desin den Ann. d. Phys. 48. p. 273. 1915 beschriebenen Garter- 
schen Seifenmembrananalysators zu verdanken gewesen ist, 
wenn die quantitative Registrierung stehender Luftwellen auf 
so einfache Weise gelang. 

Hinsichtlich älterer Untersuchungsmethoden, die sich in 
der Hauptsache auf die Messung der Abstände der Knoten 
und Bäuche beschränkten, sei auf die Dissertation verwiesen, 
ebenso hinsichtlich der ausführlichen Beschreibung der von 
mir benutzten Methode. Es mag über sie hier in Kürze 
folgendes gesagt werden. 

Sie beruht auf dem von R. König!) angegebenen und 
seitdem zur Wellenlängenbestimmung des öfteren angewandten 


1) R. König, Wied. Ann. 18. p. 569. 1881. 
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Verfahren des Abhörens der Knoten und Bäuche. Eine beider- 
seits offene Röhre von kleinem Durchmesser wird in die tönende 
Luftmasse eingeführt. Das aus der Luftsäule herausragende 
Ende ist durch einen Schlauchansatz mit dem Ohre ver- 
bunden. Befindet sich das in die Luftmasse hineingebrachte 
Ende der Röhre in einem Knoten der stehenden Luft- 
schwingung, so hört man einen lauten Ton, befindet es sich 
in einem Schwingungsbauch, so hört man nichts. Dazwischen 
ist die Lautstärke verschieden, je nach der Stellung des 
offenen Endes der Röhre. 

Will man nun quantitative Messungen machen, so wird 
statt des Ohres der Seifenmembrananalysator eingesetzt. An 
ihm kann man dann die Form der stehenden Welle direkt 
ablesen. 

Für die praktische Ausführung ist folgendes zu merken: 

Durch Einführung der Suchröhre in den Luftraum ver- 
ändert man dessen Volumen und damit natürlich auch die 
Tonhöhe um so mehr, je tiefer die Röhre in den Luftraum 
eingeführt wird, und eine quantitative Messung würde schon 
dadurch ungenau werden müssen. Um dies za vermeiden, 
wurde das Suchrohr durch den ganzen Luftraum hindurch- 
geführt und mit einem ganz feinen Seitenloch versehen. 
Durch das feine Seitenloch konnte der Schall in die Such- 
röhre eintreten. Verschloß man von den zwei Wegen, die 
ihm hier zur Verfügung standen, den einen durch einen gut 
passenden metallischen Stopfen!). so konnte man durch den 
anderen den Schall nach außen ohne erheblichen Energie- 
verlust zu dem Membrananalysator leiten. 

Verschob man die so eingerichtete Suchréhre in dem 
schwingenden Luftraum, z. B. einer Flöte, so veränderte man 
an den Volumverhältnissen nichts. Nur das feine Seitenloch 
der Suchröhre erhielt eine andere Stellung und gestattete 
dadurch eine Ablesung des Schwingungszustandes an jeder 
beliebigen Stelle des Luftraumes. 

Eine zweite Fehlerquelle ist das Vorhandensein des Such- 
loches selbst. Solange es sich im Schwingungsbauch oder nahe 
demselben befindet, hat es keinen Einfluß auf die Schwingung. 


1) Am besten benutzt man zwei Röhren. In eine bohrt man nahe 
einem Ende das feine Suchloch ein und lötet dann die beiden Röhren 
mit einem passenden Stift zusammen. 


i 
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Steht es aber im Knoten, so kann es durch zu große Auf- 
nahme von Energie sehr störend wirken. Es ist daher nötig, 
das Suchloch möglichst fein zu machen und außerdem relativ 
starke stehende Wellen zu untersuchen. Je feiner nun das 
Suchloch ist, um so weniger Schall läßt es durch und um so ; 
empfindlicher muß der Schallmeßapparat sein. Das Fehlen 
eines geeigneten Empfangsapparates mag deshalb am meisten 
dazu beigetragen haben, daß derartige Messungen noch nicht 
vorgenommen worden sind. 


F Suchloch Suchrohr inverschiebung 


f — —— 7 == 


Fig. 1. 


Die Fig. 1 zeigt die Anordnung der Apparate. 

F ist das Instrument (Flöte, Orgelpfeife usw.), in dem 
die zu messende stehende Welle erzeugt wurde. Um genau 
feststellen zu können, an welcher Stelle das Suchloch sich 
befand, war die Flöte auf einem Maßstab montiert. Auf 
diesem Maßstab war außerdem ein Schlitten mit Feinein- 
stellung beweglich aufgesetzt, mit dem die Suchröhre fest 
verbunden war Die Maße waren: 


Länge der Flöte 

Innerer Durchmesser 

Länge der Suchröhre 

Äußerer Durchmesser der Suchröhre . . . . 
Durchmesser des Suchloches 


Durch den Schlauchansatz war die Suchröhre mit dem 
Seifenmembrananalysator verbunden. Man hatte nur nötig, 
das Suchloch durch die ganze Länge der Flöte zu verschieben 
und den gleichzeitigen Verlauf des Mitschwingens der Mem- 
bran des Analysators zu messen. Hierbei wurde das Suchloch 
nacheinander auf Zentimeter 0, 2, 4 (immer um 2 cm steigend) 
eingestellt, die Amplitude im Analysator festgestellt und so 
die Kurve aus etwa 80 Punkten konstruiert. An wichtigen 
Punkten wurde in engeren Intervallen abgelesen. 

Der Seifenmembrananalysator war dabei für subjektive 
Beobachtung eingerichtet, d.h. die Schwingung des Eisen- 
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teilchens wurde in einem Mikroskop mit Okularmikrometer 
bei etwa 200facher Vergrößerung gesehen und gemessen. 

Das, worauf man bei der Messung am meisten zu achten 
_ hat, ist die Erfüllung der Forderung, daß die stehende Welle 
selbst sich nicht ändert während eines Versuches. Das erreicht 
man dadurch, daß man den Luftstrom, mit dem man die Flöte 
anbläst, absolut konstant hält. Im vorliegenden Falle wurde 
mit komprimierter Luft aus großen Stahlflaschen angeblasen 
und mit äußerst empfindlichen Manometern das gleichmäßige 
Ausströmen bewerkstelligt und überwacht. Die geringsten 
Unregelmäßigkeiten im Anblasedruck während der Dauer einer 
Beobachtung machten die Kurven fehlerhaft. 

Diese letztere Schwierigkeit läßt sich vermeiden, wenn 
man die Suchröhre schnell durch die Flöte hindurchzieht und 
die Veränderung der Membranschwingung (oder besser der 
Schwingung des Eisenstäubchens) auf einer gleichzeitig mit- 
bewegten photographischen Platte sich aufzeichnen läßt. Die 
Versuchsanordnung ist dieselbe, wie sie von Hrn. Professor 
Garten für seine Klangfarbenaufnahmen eingerichtet wurde 
und die er mir für diese Messungen in liebenswürdigster Weise 
zur Verfügung stellte. Ich darf wohl die Gelegenheit wahr- 
nehmen, Hrn. Professor Garten und seinem Assistenten, Hrn. 
Privatdozenten Dr. med. Sulze, der mir bei der Herstellung 
der photographischen Aufnahmen hilfreiche Hand bot, auch 
an dieser Stelle meinen aufrichtigsten Dank auszusprechen. 

So angenehm nun auch die photographische Registrierung 
dadurch ist, daß das Bedenken wegen der Veränderlichkeit 
des Anblasedrucks wegfällt, so bringt sie doch für die Aus- 
messung der Kurven eine große Unbequemlichkeit. Bei der 
raschen Bewegung des Seitenloches läßt sich nämlich nicht 
vermeiden, daß der Gummischlauch, durch den die Membran- 
kammer mit der Suchröhre verbunden ist, Schlingen wirft 
und so Luftstöße in die Kammer sendet, die die Membran 
in eine entsprechend» Bewegung versetzen und eine Null- 
punktsverschiebung herbeiführen. Bei der Ausmessung der 
Kurvenhöhe muß man daher dieser sekundären Nullpunkts- 
verschiebung Rechnung tragen. Außerdem hat man noch eine 
Einrichtung zu treffen, die anzeigt, an welcher Stelle der Flöte 
das Suchloch sich befindet, was natürlich keine Vereinfachung 
der Apparatur bedeutet (vgl. die Diss.). 
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Die eigentlichen Messungen wurden aus diesen Gründen 
mit der subjektiven Methode ausgeführt und die photo- 
graphischen Aufnahmen nur als Belege für das subjektiv 
beobachtete betrachtet. 

Es mögen zunächst einige Beispiele vorgeführt werden. 

Als erstes geben wir eine photographische Aufnahme und 
die entsprechende, nach der subjektiven Methode aufgestellte 
Kurve für den natürlichen Flötenton h, = 488 Schwingungen 
pro Sekunde. Man sieht auf der Photographie (Fig. 2, Taf. XV) 
deutlich, wie die Schwingungen, die durch die obere, gezackte 
Linie dargestellt werden, von links aus an Intensität zunehmen, 
ein Maximum erreichen, um dann auf der rechten Seite ganz 
zu verschwinden. Die großen, unregelmäßigen Zacken, die am 
rechten Ende wieder auftreten, sind sekundärer Art und ent- 
stehen durch besonders starke plötzliche Knickung des Ver- 
bindungsschlauches und dadurch bedingte Stoßerregung der 
Schallmembran des Analysators. Die oberste, schräg ver- 
laufende Linie gibt die Stellung des Suchloches in der Flöte 
an. Die untere Sinuskurve ist eine Zungenpfeifenkurve. 

Die entsprechende subjektive Aufnahme ist in Fig. 3, 
Taf. XV gezeichnet.!) 

Die Abszissenachse stellt gleichzeitig die Achse der Flöte 
dar. Die Seitenlöcher sind an den ihnen zukommenden Stellen 
eingetragen. Auch ist in der Figur angedeutet, welche Seiten- 
löcher geschlossen und welche offen sind. Daraus läßt sich in 
jedem Fall ersehen, wie die betreffenden Töne erzeugt werden 
und welche Töne bei den überblasenen Tönen als deren Grund- 
töne zu gelten haben. Rechts ist die Flöte offen, links an der 
Seite des Mundloches ist sie durch den Kork (K) geschlossen. 
Die Kurve gibt die Verdichtungen im Innern. 

Einen zweiteiligen Schwingungszustand, also einen über- 
blasenen Ton, e, = 651 Schwingungen pro Sekunde, zeigen die 
Beispiele Figg. 4 u. 5, Taf. XVI, die einander wieder entsprechen. 
Zwischen zwei Stellen maximaler Dichtigkeitsschwankung liegt 
ein Schwingungsbauch, in dem keine Veränderungen der Ver- 
dichtung stattfinden. 

Eine Dreiteilung der Luftsäule in der Flöte wird durch 
die Beispiele Figg. 6 u. 7, Taf. XVII, dargestellt, wo zwei 


1) Das Verhältnis der Längenmaße auf den Figg. 2 und 3 läßt sich 
aus dem Gesagten ohne weiteres ableiten. 
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Schwingungsbäuche auftreten. Es ist der Ton b, mit 922 Schwin- 
gungen pro Sekunde.!) 

Die dreiteilige Verdichtungskurve zeigt uns eine Besonder- 
heit, auf die ich hier hinweisen möchte. Man erkennt näm- 
lich sehr deutlich, wie die Amplituden von links nach rechts 
zunehmen. Auch auf der photographischen Aufnahme kann 
man dies erkennen, wenn auch mit unbewaffnetem Auge nur 
sehr undeutlich. In allen Aufnahmen der Verdichtungskurven 
bei der Flöte tritt diese Erscheinung mehr oder minder auf- 
fallend zutage. Wenn ich bemerke, daß die Flöte, die ich zu 
diesen Versuchen benutzte, eine gewöhnliche D-Flöte mit 
konischer Bohrung war, so wird die Sachlage sofort verständ- 
lich werden. Die Vergrößerung der Amplitude ist offenbar 
eine Wirkung der Konizität. Interessant ist dabei, daß die 
Erklärung der Wirkungsweise der konischen Form bei den 
ältesten Untersuchungen über die Schwingung der Luft in 
Flöten die Hauptrolle gespielt hat. So finden wir in der ersten 
Arbeit?) über Flöten, die den berühmten Lambert zum Ver- 
fasser hat, eine lange Auseinandersetzung, die zum Teil mit 
großem mathematischen Scharfsinn geführt wird, über die 
konische Form der Flötenröhren und deren Einfluß auf die 
Tongebung. Lambert geht dabei von stufenweise abgesetzten 
Röhren aus, die er mit geraden Röhren von entsprechendem 
Qnerschnitte und gleicher Tonhöhe vergleicht. Dann setzt er 
mehrere solcher Röhren zusammen und geht schließlich mit 
Hilfe eines Grenzüberganges zur konischen Form über. Ohne 
weiter darauf einzugehen, möchte ich nur eine Kurve mit- 
teilen, die die Verdichtung in einer stärker konischen Röhre 


Fig. 8. 
zeigt, als es die Flöte ist. Bei dieser Aufnahme waren zwei 
von den drei Abteilungen, aus denen die Flöte zusammen- 


gesetzt ist, abgeschraubt und an deren Stelle ein stark konisches 
Rohr eingesetzt, wie die Fig. 8 andeutet. 


1) Die in Figg. 2,4, 5 durch die Zeitkurve hindurchgehende dickere 
Linie hat keine weitere Bedeutung. 

2) Lambert, Observations sur les flütes. Nouv. Memoires de 
P’academie royale 4 Berlin p. 13. 1776. 
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Fig.9 zeigt die Verdichtungskurve. Sie ist nicht ganz 
exakt, weil sie zu den ersten gehört, die ich aufgenommen 
habe, und damals noch nicht so viel Wert auf eine absolute 
Konstanz des Anblasedrucks gelegt wurde. 


Neto 


K 


0 


10 ” 30 an 50 

—— experimentelle Kurve --- entsprechende Sinuskurve. 

Fig. 9. 

Die Kurve zeigt in außerordentlich gesteigerter Form den 
Einfluß, den die zunehmende Verengung des Rohres nach links 
hin auf die Amplitude der Luftverdichtung ausübt. Dieser 
Einfluß bewirkt zugleich eine starke Verzerrung der Kurven- 
form, indem sich das Verdichtungsmaximum nach dem ge- 
schlossenen Ende hin verschiebt. Zum Vergleich ist eine Sinus- 
kurve eingezeichnet, die für den konischen Teil mit derselben 
Wellenlänge wıe für den geraden Teil und mit einem Maximal- 
werte konstruiert ist, der dem im konischen Teil beobachteten 
Maximalwerte gleichgenommen ist. Ein quantitativer Ver- 
gleich der Maxima an den verschieden weiten Teilen der Röhre 
ist hier nicht ausführbar, da, wie die Kurve zeigt, in der Spitze 
des Konus der Einfluß des Suchloches auf die Schwingung 
schon zu groß ist. Wohl aber gestattet Fig. 7, Taf. XVII die 
drei Maxima der Verdichtung mit den Halbmessern an den 
betreffenden Stellen zu vergleichen. 

Messungen ergaben den Röhrenhalbmesser an den Stellen, 
an denen die drei Maxima lagen, zu 

r=7 8,25 und 9mm, 
wihrend die Maximalamplituden an diesen Stellen 
a= 25 21,2 und 20mm 
waren. Bildet man r x a, so findet man 
rxa= 175 175 und 180 mm. 
Also sind die Amplituden den Radien sehr nahe umgekehrt 
proportional. 
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Bevor wir die Anwendbarkeit des besprochenen Unter- 
suchungsverfahrens bei der Behandlung eines speziellen Pro- 
blems der Akustik zeigen, wollen wir den einfachsten Fall 
der Schwingung in einer geraden, offenen Röhre betrachten. 
Es ist uns, wie bereits erwähnt, aus der Literatur kein Beispiel 
bekannt, wo man quantitative Messungen über die Verdich- 
tungen im ganzen Innern einer solchen Pfeife ausgeführt hätte, 
wenn man nicht das Rubenssche!) Flammenrohr oder die 
Manometerversuche von Szymanski?) oder schließlich die pri- 
mitiven Messungen von Boutet?) als solche gelten lassen wollte. 


0 
Offenes Ende Mundloch 


Kurve fiir die Maximaldichtigkeitsverteilung in einer geraden, offenen 
Orgelpfeife (3/,, natürliche Größe). 


Fig. 10. 


Wegen des Interesses, das eine solche Messung hat, geben 
wir die Verdichtungskurve für eine gerade, offene Orgelpfeife 
von quadratischem Querschnitt hier wieder, wenn sie ihren 
ersten Oberton dis, = 615 Schwingungen pro Sekunde gibt. 
(Vgl. Fig. 10.) Auf alle Einzelheiten einzugehen, würde zu 
weit führen. Wir bemerken nur, wie die Verdichtung im 
Bauch nicht vollkommen Null ist und wie die stehende Welle 
an der Seite des Mundloches weit übersteht. Berechnet man 
die Korrektion für das offene Ende nach der Rayleighschen 
Formel, so erhält man a = 0,633 em und aus der Figur ergibt 
sich a = 0,65 em. 

Daß in dieser geraden Röhre die Amplituden der beiden 
Abschnitte nicht genau gleich sind, sondern die Amplitude in 
dem an der Lippe gelegenen Abschnitt etwas größer ist als 
in dem nach dem offenen Ende zu gelegenen Teil der Röhre, 
dürfte sich wohl aus dem Energieverlust in der Röhre erklären. 


1) H Rubens, Verh. d. D. Phys. Ges. 2. p. 315. 1904. 
2) P. Szymanski, Ztschr. f. ph. u. ch. U. 1. p. 148. 1888. 
3) J. F. Boutet, Ann. chim. et phys. 21. p. 150. 1870. 
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Was schließlich die Form der Kurve anbetrifft, so können 
wir einen genau sinusförmigen Verlauf feststellen. 

Auch bei der Flöte wird der Verlauf der Verdichtungs- 
kurve bei allen von mir angestellten Versuchen durch einfache 
Sinuskurven dargestellt. Dementsprechend ließ auch die zeit- 
liche Analyse der Schwingung an irgendeiner Stelle im Innern 
der Flöte, mit einer rotierenden Linsenscheibe!) vor dem 
Mikroskopokvlar ausgeführt, nur einfache Sinusschwingungen 
erkennen. 

Daß andererseits bei der Flöte ausgeprägte Obertöne vor- 
kommen, zeigen photographische Aufnahmen bei schnell rotieren- 
der Trommel. Die Flöte wurde dabei mit dem Munde angeblasen 
und der aus dem Mundloch der Flöte austretende Schall durch 
einen Trichter und eine kurze Schlauchleitung direkt in die Mem- 
brankammer geleitet. Beid en Registrierversuchen mit dem 
Suchrohr mußte das Instrument natürlich künstlich angeblasen 
werden. Möglich ist, daß beim künstlichen Anblasen die 
Partialtöne niedrigerer Ordnung nicht so kräftig sind, wie bei 
dem natürlichen Anblasen. Späteren Versuchen muß es vor- 
behalten bleiben, eine Schwingung mit starken Obertönen als 
stehende Welle in der Flöte oder einem anderen, vielleicht 
besser geeigneten Instrument nachzuweisen und in bezug auf 
Form der stehenden Welle und Phasenbeziehungen zu unter- 
suchen. Alle Ausführungen in dieser Abhandlung gelten daher 
vorerst nur für einfache Töne. 

Die Anwendung der besprochenen Untersuchungsmethode 
auf die Schwingungsvorgänge in der Flöte ergab sehr eigen- 
tümliche Kurven. Sie bestehen im wesentlichen aus Stücken 
von Sinuskurven, die sich in scharfen Knicken aneinander- 
setzen. Die Knicke liegen da, wo der Innenraum der Flöte 
durch das Mundloch oder etwa offene Seitenlöcher mit dem 
Außenraum in Verbindung steht. Die Kurven geben also ein 
charakteristisches Bild von dem Zusammenwirken der ver- 
schiedenen Abteilungen, in die der Gesamtraum der Flöte 
durch die offenen Löcher zerlegt wird. Eine Erklärung dieser 
Erscheinung habe ich aus der Theorie des Einflusses des offenen 
Endes auf die Tonhöhe einer Orgelpfeife abzuleiten versucht, 
wie sie zuerst von Helmholtz und später in vereinfachter 


1) G. Klinkert, Wied. Ann. 65. p. 851. 1898. 
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Form von Lord Rayleigh entwickelt worden ist. Ich 
werde zunächst diese theoretischen Betrachtungen wiedergeben 
und dann zeigen, wie sie sich auf meine Beobachtungen an- 
wenden lassen. Ich knüpfe dabei an die Rayleighsche Arbeit?) 
an, deren Inhalt zum Verständnis des weiteren kurz angegeben 
werden muß. 


Lord Rayleigh geht von der Überlegung aus, daß man 
zu einer einfacheren Schreibweise der Gleichungen für die in 
Rede stehenden akustischen Vorgänge gelangen kann, wenn 
man bei Festlegung der Beziehungen zweier akustischer Be- 
reiche nicht streng formal verfährt, sondern eine gewisser- 
maßen mehr physikalische Behandlungsweise aufsucht, bei der 
man sich eine Konstante freiläßt, die die Art der betreffenden 
Verbindung angibt, deren Größe aber von Fall zu Fall be- 
stimmt werden muß. In dem vorliegenden Problem sollen 
wir den Einfluß eines offenen Seitenloches auf die Luft- 
schwingung in einem gegebenen Rohre berechnen. Nehmen 
wir die beiden Abteilungen des Rohres zu beiden Seiten des 
Seitenloches als zwei akustische Bereiche an, so wird ihre 
Beziehung zueinander und zu dem Bereiche außerhalb der 
Röhre eine andere sein, je nach der Größe, der Form und 
der Beschaffenheit des Seitenloches. Wir müssen daher .ver- 
suchen, die Beschaffenheit des Seitenloches explizit in die 
Gleichung zu bekommen. Das können wir am besten nach 
Rayleigh folgendermaßen erreichen. 


Von einer gewissen Entfernung vom Seitenloch ab, nach 
dem freien Raum zu, sind die Wellen sicher fortschreitende, 
sphärische Wellen. Das Geschwindigkeitspotential an dieser 
Stelle nennen wir yo. In der Röhre selbst, deren Achse mit 
der z-Achse zusammenfallen möge, von einem gewissen Ab- 
stand vom Seitenloch nach beiden Seiten hin können wir die 
Wellen als eben ansehen. Ihre Geschwindigkeitspotentiale 
nennen wir y, und y, (vgl. Fig. 11). In dem Raum zwischen 
Yo einerseits und y, und %, andererseits vollzieht sich also 
der Übergang von ebenen, stehenden Wellen zu fortschreitenden, 
sphärischen Wellen. 


1) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 8. p. 456. 1877. (Scientific 
Papers L Cambridge 1899.) 
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Wollte man nun die Vorgänge, die sich bei dieser Um- 
wandlung abspielen, ganz exakt verfolgen, so müßte man die 
Elastizitätstheorie zu Hilfe nehmen und käme zu sehr kom- 
plizierten Ausdrücken. Ist aber die Viertel-Wellenlänge des 
betreffenden Tones groß gegen die Dimensionen des Um- 
wandlungsbezirkes, dann kann man ohne zu großen Fehler 
eine wesentliche Vereinfachung Platz greifen lassen. Man 
kann nämlich in diesem Falle den Geltungsbereich für die 
Differentialgleichung, der die ebenen stehenden Wellen in der 
Röhre gehorchen, erweitern bis zum Seitenloch selber hin, so 
daß in dem durch die Mitte des Seitenloches gehenden Quer- 
schnitt der Röhre die beiden ebenen Wellen mit den Ge- 
schwindigkeitspotentialen y, und y, unendlich nahe aneinander- 
rücken. Aus der angegebenen Voraussetzung folgt weiter, daß 
der Druck in diesem Querschnitt ausgedrückt durch y, und y, 
derselbe sein muß, also, da hier x = 0 sein soll, 


(Yı)lz=0 = (We)z=0- 

Andererseits strémt aber Luft durch das Beitenloch aus 
und ein. Nach unserer Voraussetzung über die Größe der 
Wellenlänge können wir diese im Seitenloch strömende Luft 
als unverdichtet behandeln, ihre Bewegung also nach Ana- 
logie mit elektrischen Vorgängen als einem akustischen Ohm- 
schen Gesetz folgend betrachten in der Form: 


J= qu =—c(y—Y); 


wo also J der Gesamtstrom durch das Seitenloch, y das 
Potential und ¢ die akustische Leitfähigkeit wären. 

Setzen wir das Potential außen = 0 und beachten wir, 
daß die Gesamtströmung im Seitenloch gleich ist der Differenz 
der Gesamtströmungen in der Röhre an der Stelle r= 0, so 
kommt 


Darin bedeutet also Q@ den Röhrenquerschnitt, dy,/dz 
und dy,/dz die Geschwindigkeiten in der Nähe der Stelle 
z=0, y das Potential an dieser Stelle, c die Leitfähigkeit, 
die nur abhängt von der Größe und Form des Seitenloches 
und die getrennt berechnet werden kann. q ist der Quer- 
schnitt des Seitenloches und u, die Geschwindigkeit in diesem. 
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Fall der Schwingung bei einem offenen Seitenloch. 

Wir wenden die gefundene Gleichung zunächst auf die 
Grundsehwingung der Flöte an, und setzen daher voraus, 
daß nur ein Seitenloch, das Anblase- oder Mundloch offen, 
alle anderen Seitenlöcher geschlossen sind. 

Wir nehmen, wie die Fig. 11 
andeutet, das Flötenrohr in 


=! AA Richtung der Koordinatenachse 
le (x-Achse) liegend an. Es soll 
Fig. 11. der Mittelpunkt des Mundloches 


mit dem Koordinatenanfangs- 
punkt zusammenfallen. Die Länge der Röhre vom Koordinaten- 
anfangspunkt bis zum Kork (K), der die Flöte an der bezeich- 
neten Stelle schließt, bezeichnen wir mit 1, die Länge vom 
0-Punkt bis zum offenen Ende mit l,. Als Grenzbedingungen 
ergeben sich die folgenden: 


1. Für 2=1 soll dy,/dz= 0 sein, d.h. also, an dieser 
Stelle soll ein Knoten liegen. Diese Forderung ließ sich bei 
der Flöte streng verwirklichen, indem man statt des üblichen 
Korks einen massiven Stopfen aus Messing als Rohrabschluß 
benutzte. Der Stopfen hatte natürlich eine feine zentrische 
Bohrung für die Durchführung des Suchrohres. 


2. Für = — I, soll die Verdichtung 
1 dy, 


sein. Diese Bedingung sagt uns, daß man die Helmholtzsche 
Korrektion vernachlässigen will. Das durfte man bei der Enge 
des Flötenrohres um so eher tun, als die eigentümliche Form 
des Rohres außerdem die Korrektion zu verringern scheint. 
Wenigstens ließ sich bei den experimentellen Untersuchungen 
ein Übergreifen der Welle über das äußere Ende bei der Flöte 
nicht mit Sicherheit nachweisen. Wenn überhaupt eine Kor- 
rektion angebracht werden muß, so ist sie auf jeden Fall so 
gering, daß sie für die erste Berechnung außer Betracht kommt. 


3. Für z = 0 ist y, = y, für alle Werte von t. 
4. Für den Punkt x = 0 gilt die Gleichung 


(Ge + w= 0. 


e 


| | 
| 
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Nach der Voraussetzung sind y, und yw, Potentiale von 
ebenen Wellen. y, und y, lassen sich also folgendermaßen 
schreiben: 


y, = (A, sinka + B, cos kx) cos2ant + B, coska sin Arınt, 
worin 


ist. Dabei ist also die Voraussetzung gemacht, daß wir es 
nur mit einem einzigen Ton von der Kreisfrequenz k zu 
tun haben. y, kann dann geschrieben werden: 


Yo = (A, sin kx + B, cos kz) cos 2ant + B, cos kz sin 
Daraus folgt: 
= (hk A, cos kx — kB, sin kz) cos 2ant 
— kz sin 2ant. 
Aus 1. folgt: 
4,coskl— B,sinki=0 und B,=0, also tang ki = 
Ferner ist: 
= — 2nn(4,sinkx+ B, cos kz) sin 2 uni 
+ 2an cos kx cos 2ant. 
Aus Bedingung 2 folgt für x gleich — ];: 
— 4,sinkl, + B,cosk4, =0 und 9, = 0, also cotgk4, 
Aus Bedingung 3 folgt, da für r= 0 y, = B, cos 2nnt, 
Yo = B, cos 2 ant ist: 
B, = B, = B. 

Wir haben schlieBlich 


(Ge) A, cos2ant und A, cops 2nnt 


in die Bedingungsgleichung 4 einzusetzen und erhalten: 


(4, — 4,) cos + Boos 2ant=0. 
Daraus folgt: 


(4, — 4,)+B=0 oder 


Annalen der Physik. IV. Folge. 48. 
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Setzen wir für A,/B und A,/B die gefundenen Werte ein, 
so erhalten wir: 


(1) = (tang kl — cotg ki,). 


Diese Gleichung gibt uns k als Funktion von /, |, und ¢/Q. 


Um die Tonhöhe der Flöte daraus zu finden, müssen wir 
diese Gleichung also nach k auflösen. Wir können dies am 
besten graphisch tun. In dem Beispiel, das wir durchführen 
wollen, waren die numerischen Werte für / bzw. J, 2cm bzw. 
54cm. Die Kurve, die der rechten Seite der Gleichung (1) 
für k entspricht, habe ich ausgerechnet und aufgezeichnet. 
Als Abszissen sind die Wellenlängen aufgetragen. Um die 
Wurzeln der Gleichung zu finden, ist es nur nötig, die Gerade 
für c/Q einzuzeichnen und den Schnittpunkt dieser Geraden 
mit der Kurve festzustellen. Der diesem entsprechende Wert 
von k bzw. von A ist der gesuchte. 

Auf die Ableitung und Berechnung von c wollen wir hier 
nicht näher eingehen. Ich verweise auf die Abhandlung von 
Rayleigh. Die in unserem Falle anzunehmende Formel!), 
die allerdings nur eine Näherungsformel ist, lautet: 

n 


1 
L+ 


wo R der Radius und L die Linge des Kanals bzw. die Wand- 
dicke der Flöte an der Stelle des Seitenloches sind. Setzen 
wir die betreffenden Werte: R=0,6cm, L=0,5cm, Q= 
rc-(0,95)? ein, so erhalten wir für c/Q den Wert 0,2765, aus 
dem sich eine Wellenlänge von 115,2cm ergibt. Die Ab- 
weichung des in Wirklichkeit gefundenen Wertes, 117 cm, 
welchem für c/Q 0,22 entspräche, bleibt innerhalb der Fehler- 
grenzen. 

Worauf es nun weiter ankommt, ist zu zeigen, daß 
die Schwingung in dem Flötenrohr sich tatsächlich so 
abspielt, wie es die hier besprochene einfache Theorie voraus- 
setzt. Zu diesem Zwecke berechnen wir die Maximalverdich- 
tungskurve für das Innere des Rohres und vergleichen dann 
damit die Kurven, die wir mit der Schallschreibmethode für 
die Vorgänge im Innern des Rohres erhalten. Wir werden 


C= 


1) Lord Rayleigh, Scient. Papers I. p. 54. 
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eine völlige Übereinstimmung zwischen beiden finden, wenigstens 
soweit die derzeitige Meßgenauigkeit reicht. 
Die Berechnung geschieht folgendermaßen: 


w, = (4,sinkxz + Beoskz)cos2ant, wobei tangk/ = A. 


= —2an(A, sinkr+ Boos kz) sin 2ant. 


An der Stelle =]! soll die Amplitude der Dichtigkeits- 
schrankung den Wert 1 haben; dann ist: 
+1= —22n (A, sin kl + B cos kl). 


Mit tang kl = A,/B werden dadurch * und B bestimmt. 


1 =—2an(A, sin cos hd), 
sin kl cos kl 
4? = ’ 


Setzen wir diese Werte in die Gleichung für dy,/dt ein, so 
kommt: 


= 2n n ! sin he 2 + k x) sin 2ant 


dt 2 
=cosk(l— x) sin 2ant. 


Die Gleichung gibt also die Verdichtung in jedem Punkt 
des Raumes, in dem y, definiert ist. An der Grenze z= 0 
wird dy,/dt= 0,9967. In dem Teil des Flötenrohres von 
z=0 bis ©=[|, in der sogenannten Kammer, herrscht also 
fast gleichförmige Verdichtung. Die Maximalverdichtungs- 
kurve muß also dort eine Kurve sein, die in bezug auf ihre 
Krümmung sich einer Geraden nähert. Außerdem muß sie 
natürlich parallel der Abszissenachse laufen. Wir sehen auf 
Fig. 12, daß der experimentelle Befund diesen Forderungen 
genau entspricht. 

Für dy,/dt könnten wir genau dieselbe Entwicklung 
machen, indem wir die Ableitung bilden und die Konstanten 
A, und B, durch bekannte Größen ausdrücken. Wir wollen 
nur das Resultat angeben: 

dy, _ coskl 
dt sinkl, 

Dieser Ausdruck gilt in dem Raum von z = 0 bis = — |, 
und gibt uns die Verdichtungskurve in diesem Raume. Man 

45* 


sin A(l, + 2) sin 2ant. 
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erkennt, wie die Amplitude der Kurve durch den Ausdruck 
cos kl/sin kl, bestimmt ist. Eine weitere Diskussion der 
Gleichung möge unterbleiben. Es genüge, wenn wir die 
Tabelle der berechneten und der gefundenen Werte folgen 
lassen. Man ersieht aus der Tabelle, daß die gefundenen Werte 


| Reduziert 
Berechnete | Beobachtete | gleichen 
Verdichtung | Verdichtung | Querschnitt 
+2 | 5 | 5 5 
o. | 5 | 5 5 
- 10 15 15 15 
- 20 20,5 | 20 18,9 
~ 30 20,5 21 17,9 
- 40 145. | 16 12,5 
— 50 4,2 | 5 3,7 
= | 0 0 0 


der Verdichtung für wachsende negative x-Werte etwas größer 
sind wie die berechneten. Wir erinnern uns dabei dessen, 
was über die Wirkung der Konizität der Röhre bereits gesagt 
wurde. Die beobachtete Abweichung ist eine notwendige 
Folge der konischen Form der Röhre. Reduziert man auf 
gleichen Querschnitt (vgl. Spalte 4), so werden die Werte 
ein wenig kleiner als die theoretischen. Auch bei der geraden 
Orgelpfeife zeigte sich ja eine ähnliche Erscheinung. Die 
Maximalhöhen der stehenden Halbwellen nehmen vom Mund- 
loch an gegen das offene Ende hin etwas ab. 


aw 
“al 
-54 -50 -40 -30 -20 -10 +2 
Fig. 12. 


Zur besseren Ubersicht habe ich die Resultate noch ein- 
mal graphisch dargestellt (vgl. Fig. 12). Die ausgezogene 
Linie ist die berechnete Verdichtungskurve. Die Sterne geben 
die gefundenen Werte und die Kreise die auf gleichen Quer- 
schnitt umgerechneten Verdichtungen. Man erkennt, wie die 
beobachteten Werte im übrigen in allen Einzelheiten mit den 
theoretischen übereinstimmen. 


d 

d 

R 

us 

to 

öf 

bl 

di 

be 

ve 

de 

eii 

Gi 

wi 

se 

pr 

| A | lie 

sp 

St 

kö 

fis 

Lo 

801 

| en: 

de: 

un 

de: 


r 
e 


er 
n, 
gt 
Je 
uf 
te 
N 
ie 
d- 


Untersuchung stehender Luftschwingungen. 709 


Ich bemerke, daß bei der Berechnung für die Amplitude 
der Verdichtung nur ein im übrigen ganz beliebiger Wert an 
der Stelle «= +1 als Ausgangswert angenommen wurde. 


Fall der Schwingung bei zwei offenen Seitenlöchern. 

Wir haben im vorangehenden die Schwingung in einem 
Rohr mit einem einzigen, offenen Seitenloch betrachtet, die 
Tonhöhe und die Schwingungsform in dem Rohre abgeleitet 
usw. Nun kommt aber dieser einfachste Fall beim Flöten- 
spiel nur ein einziges Mal vor, nämlich dann, wenn der Grund- 
ton der Flöte geblasen wird. Das eine Seitenloch, das dann ge- 
öffnet ist, ist das Mundloch, durch das die Flöte angeblasen wird. 

Man kann aber eine ganze Reihe von Tönen auf der Flöte 
blasen, bekanntlich alle Töne der chromatischen Tonleiter, und 
dies wird, wie auch bekannt sein dürfte, durch Öffnen von 
Seitenlöchern ermöglicht. Wir müssen daher, um dem Sach- 
verhalt ganz auf den Grund zu gehen, weitere Seitenlöcher in 
der Röhre als offen annehmen. Wir fügen zu dem Mundloch 
ein zweites offenes Seitenloch hinzu, das dann auch wohl im 
Gegensatz zum Mundloch kurz Tonloch genannt werden möge, 
weil es die Tonhöhe verändert. Noch weitere, offene Seiten- 
löcher in der Rechnung anzunehmen, erübrigt sich. Wir werden 
sehen, daß mit der Annahme zweier Seitenlöcher das Problem 
praktisch völlig erschöpft ist. 


fisjLoch 1 cis.Loch Mundloch 
E Y; Ve Yı 


Fig. 13. 

Das offene Seitenloch sei das eis-Loch (vgl. Fig. 13). Bei 
Öffnung des eis-Loches allein als Tonloch ist es aus rein äußer- 
lichen Gründen nicht möglich, den dieser Kombination ent- 
sprechenden tiefsten Ton in so klarer Form und genügender 
Stärke zu erzeugen, daß man Messungen mit ihm anstellen 
könnte. Es-ist daher nötig, durch ein Hilfsloch, es sei das 
fis-Loch, die schwingende Luftsäule zu verkürzen. Das fis- 
Loch ist hierbei nicht als drittes, offenes Seitenloch anzusehen, 
sondern es vertritt lediglich die Stelle des offenen Röhren- 
endes (E). Wir können daher annehmen, daß an der Stelle 
des fis-Loches keine Verdichtung stattfindet. Die Berechtigung 
und die Gründe zu dieser Annahme sind dieselben, wie bei 
der Berechnung beim Fehlen eines Tonloches. 
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Die- Gleichungen werden hier selbstverständlich umfang- 
reicher. 


Wir schreiben die drei Geschwindigkeitspotentiale folgender- 
maßen: 

y, = (A, sin kx + B, cos kx) cos 2ant + P, cos ka sin 2ant 

We = (A, sin kx + B, cos kx) cos 2ant + P, cos kx sin 2ant 

ws = [Ag sin k (x + 1.) + B, cos k (x + 1,)] cos 2ant + By cosk 
(x + 1,) sin Zant. 

Dabei ist die Fléte genau so orientiert, wie bei der bereits 
ausgeführten Rechnung. Die Mitte des Mundloches bezeichnet 
die Stelle 2=0. Von z=0 bis z=1 gilt y, von r=0 
bis <= — 1, gilt y, und von I], bs 2=—- (I, + 
gilt ws. 

Die Grenzbedingungen sind: 

ay } 
1. fir z= ist = 9, 
2. fir z= 0 ist y, = y,, 
(dy _ dy 
3. fir z = 0 ist 0, 


4. fir r= — I, ist y, = y,, 
5. fir « = — l, ist - + w= 0, 


dx 
d 
6. fiir ist 0. 
Nach der ausführlichen Besprechung bei dem Grundton 
der Flöte erübrigt es sich wohl, über die Festsetzung dieser 


Grenzbedingungen weiter Worte zu verlieren. 
Aus Bedingung 6 folgt: 


As = B; cotg kl, und ps = 0. 
Aus Bedingung 5 folgt: 
— kA, cos kl, — kB, sin kl,]4+ B,=0 und =0. 
Pee man fiir A, seinen Wert ein, so kommt: 
= k cotg kl, — 
kl, 
cotg + 


| | 
- 


lton 
eser 


= 0. 
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Aus Bedingung 4 folgt: 


Eliminiert man aus den beiden letzten Gleichungen B,, 
so kommt: 


[— 4, sin kl, + B, cos |cotg kl, + 
= A, cos kl, + B, sin ki,. 
Oder: 
loots + - tang 
tang [eotg + 


B, 


Aus Bedingung 1 folgt: 
tangkl= =0. 


B, 
Aus Bedingung 2: 
Aus 8 folgt: 
ky B DB, 
e 4, 
oder = tanghi— - 


Setzt man hier fiir A,/B, den gefundenen Ausdruck ein, 
so erhält man die Schlußgleichung: 


cotg kl, + — tang kl, 


= tang k/ — 
+1 


® 


Für Q’=0 geht diese Gleichung über in 
kG = tang kl— cotg kl. 
Das ist die ursprüngliche Gleichung für ein offenes Seiten- 
loch. 


Wie man sieht, ist k eine sehr komplizierte Funktion der 
beteiligten Größen. Dieses Resultat ist in guter Übereinstim- 


| 
=) 
„cu | 
nt | 
sk 
its 
net | 
= 0 
Is) 
0, 


712 W. Steinhausen. 


mung mit den Ergebnissen von Gerhardt!), der etwas ein- 
fachere Röhren untersucht hat. Die zuletzt abgeleitete Gleichung 
gibt uns also die Tonhöhe einer Flöte, wenn zwei Seitenlöcher 
(davon eins das Mundloch) offen sind. Setzen wir für c’/Q’ 
den bei der vorigen Ableitung gefundenen Wert 0,22 und für 
c’’/Q” den aus der Rayleighschen Kanalformel, auf das cis- 
Loch angewandt, sich ergebenden Wert 0,2 ein, so finden wir, 
wenn wir !=2cm, |, = 22,8cm, 1, = 17cm nehmen, 
für A den Wert 64,6cm. Der entsprechende Versuch ergab 
die Wellenlänge zu 64,8 em. 

Auch hier wollen wir untersuchen, wie die stehende F 
Schwingung im Innern des Rohres aussieht. Wir schreiben: 


y, = (A, sin kz + B, cos kz) cos 2 ant 
= R, sin k (x + &,) cos 2ant, 
We = (A, sin ka + B, cos kx) cos 2 ant 
= R, sin k (a + &,) cos? nt, 
3 = (A, sin kx + B, cos kx) cos 2 ant 
= R, sin k (x + &,) cos 2 xnt. 
Aus der Bedingungsgleichung 1 


dx 2=l 


k R, cos k (x + &,) cos 2ant = 0 


folgt: 


oder 
= 4 u 
Aus der Bedingungsgleichung 2 
= (Y)z=0 
R, sin k&, = R, sin ké, 


R, sin k §, 
i,= coski 


Aus der Gleichung 3 


yao für z= 0 


folgt: 


1) R. Gerhardt, „Die Rohrflöte, ein Flötenregister der Orgel‘. 
Wied. Ann. 28. p. 281. 1886. au 
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erhalten wir die Gleichung für &;: 


cotg k&, = tang hl 
Aus 4 folgt: 
Fasink(- &) | 
3 sin k (— ly + &,) 


Aus 6 folgt: 
also 


_ &,sink(— + &,) 
R,= sin kl, 


Wir können somit alle Größen R,, Rg, &, &, & be- 
stimmen, wenn wir R, einen im übrigen willkürlichen Wert 
beilegen. Wir können damit die Kurven für y, denen die für 
die Verdichtung entsprechen, berechnen. Die folgende Tabelle 
zeigt die Werte für den Fall der Schwingung bei zwei offenen 
Seitenlöchern und das Beispiel, das wir dabei benutzt haben. 
Es wurden dabei für /, c/Q usw. die Zahlen eingesetzt, 
die oben für dieses Beispiel angegeben worden sind, nur für 
l, wurde statt mit 17cm mit dem aus der experimentellen 
Kurve sich ergebenden Wert 18,5 em gerechnet; A wurde zu 
64,8 cm angenommen. 


Die folgende Tabelle gibt die Resultate der Berechnung 
und des Versuches. 


Verdichtung Verdichtung 
berechnet beobachtet 
+2 1 1 
0 0,98 1 
— 10 2,2 2,2 
— 20 1,6 18 
— 22,8 1,0 1,2 
— 30 1,0 1,4 
— 40 0,1 0,4 
— 50 0,1 
- 54 


In Fig. 14 Nr.4 ist das Resultat noch einmal graphisch 
aufgetragen. Daß die Kurven nicht genau zusammenfallen, 
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kommt daher, daß das Rohr, in dem die Schwingung vor 
sich geht, wie früher schon erwähnt wurde, nach dem offenen 
Ende zu sich konisch verengert, und deshalb die experimentelle 
Kurve nach dem offenen Ende hin überhöht erscheint. Es 


Not A= 60,1.cm 
40 100 
No3 63,5 
40 100 
64,8 
N®4 
40 100 
N®5 A=65,4 
40 100 
nog | 
40 100 
yo? [2728 
_ 
40 100 


—-—-— beobachtet —x—x— berechnet 
Fig. 14. 


kommt hinzu, daß Fehler eintreten können einmal bei der 
Bestimmung der Durchlässigkeit ¢ für die einzelnen Seiten- 
löcher, die eine mehr oder minder unregelmäßige Form haben, 
und zweitens bei der Ermittlung der Tonhöhe des erzeugten 
Tones und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in 
der Röhre. Die erstere Schwierigkeit ließe sich dadurch ver- 
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meiden, daß man Röhren untersuchte mit Seitenlöchern von 
solcher Form, daß sich ihre Durchlässigkeiten leicht berechnen 
ließen, also etwa gerade Röhren mit kreisrunden Seiten- 
löchern. Die zweite Fehlerquelle gibt vielleicht Anlaß zu der 
Untersuchung der Frage, inwieweit die hier angegebene Methode 
bei entsprechender Verbesserung geeignet erscheint zur Messung 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles. Auf eine 
Frage in der Verbesserung des mathematischen Ansatzes wird 
von anderer Seite aufmerksam gemacht werden. 


Schließlich darf nicht vergessen werden, daß bei den 
experimentellen Aufnahmen selbst durch falsche Ablesung und 
durch Inkonstanz des Anblasedrucks während des Versuches 
Fehler entstehen können und daß die leichte Zerstörbarkeit 
der Seifenmembran bei den lang andauernden Messungen oft 
störend wirkt. In diesem Zusammenhang mag erwähnt 
werden, daß dieselben Kurven, wie sie in Fig. 14 mitgeteilt 
worden sind, auch auf eine andere Weise von mir erhalten 
worden sind, indem nämlich statt des Seifenmembrananalysators 
ein Telephon als Empfänger verwandt und die Stärke der 
erregten Telephonströme mit dem neuen Vibrationsgalvano- 
meter von Hartmann & Braun gemessen wurde. Auf die 
Messungen, die sehr gute Resultate ergaben, hoffe ich bei 
einer anderen Gelegenheit genauer eingehen zu können. 


Dasselbe, was über die Kurven der Fig. 14 Nr.4 gesagt 
wurde, gilt nun auch von der ganzen Serie dieser Tafel. Diese 
Serie stellt die Schwingungsfiguren einer Reihe von Tönen 
dar, für die ! und /, konstant gehalten wurden, während /, 
von Fall zu Fall immer größer gemacht wurde. Der Ton wird 
dabei immer tiefer und schwächer, bis er in Nr. 7 von 
außen kaum mehr wahrgenommen werden kann. Aber die 
Schwingungsfigur läßt sich auch in diesem Falle noch auf- 
nehmen. Sie ist, wie auch in den anderen Beispielen, durch 
die Linien mit den Punkten eingezeichnet. Die Linien mit 
den Sternchen geben die nach der angegebenen Theorie 
berechneten Kurven. Um einen Begriff von der Berech- 
nung zu geben, seien die Zahlen für R, usw. für die ganze 
Reihe der Fig. 14 in der nachfolgenden Tabelle zusammen- 
gestellt. Die Tonhöhen sind dabei nicht nach der Formel (2) 
berechnet, sondern der Einfachheit halber den Versuchen 
entnommen. 
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Versuch R, RB, £, £, 
Fig. 14 1 60,1 R,-2,092 R,-0,4946 13,02 - 465 283 
Fig. 14 2 61,6 R,+2,146 134 - 4,64 31,8 
Fig. 14 3 63,5 R,-2,212 R,-0,417 13,88 4,64 37,3 
Fig. 14 4 64,8 R,:2,257 R,-0,4735 14,2 - 4,64 41,3 
Fig. 14 5 65,4 R,-2,28 R,-0,5163 14,35 -4,63 42,8 
Fig. 14 6 67,8 R,:2,364 R,-0,6313 14,95 - 4,627 44,8 
Fig. 14 7 72,8 R,:2,539 R,-1,557 162 -4617 53,8 


Wie man sieht, macht sich mit wachsendem /, der ton- 
erniedrigende Einfluß dieses Röhrenteiles immer stärker gel- 
tend: der natürliche Ton, als welcher der der Fig.14 Nr.1 
entsprechende angesehen werden kann, wird „gestopft‘‘, wie 
die Musiker sich auszudrücken pflegen. Es sind diese gestopften 
Töne ganz etwas anderes als diejenigen Töne, die dem 
jeweiligen Tonloch entsprechen würden. Ihre Besonderheit 
besteht darin, daß ihre Schwingungsfigur in drei getrennte 
Abschnitte zerfällt. Innerhalb eines jeden Abschnittes ist die 
Schwingungsfigur ein Ast einer reinen Sinuskurve. An den 
Trennungsstellen, die bei den offenen Seitenlöchern liegen, 
stoßen diese Äste unstetig aneinander. 

Aus den aufgestellten Bedingungsgleichungen muß sich 
auch die theoretische Erklärung für die von den Musikern 
gemachte Beobachtung ergeben, daß man nur bei einer be- 
stimmten Stellung des Pfropfens, der darum beweglich ist, 
Reinheit der Oberténe erzielen könne. Es soll die Erör- 
terung dieser Frage, ebenso wie Untersuchungen über die 
‚Richtung der Geschwindigkeiten an den Unstetigkeitsstellen, 
über das Fehlen der Oberténe in den Schwingungskurven, 
u.a.m. für eine spätere Mitteilung zurückgestellt werden. 


Zusammenfassung. 


Es ist im vorstehenden gezeigt worden, wie man mit 
Hilfe der verbesserten Suchrohranordnung und des Garten- 
schen Seifenmembrananalysators eine genaue quantitative 
Kenntnis des Schwingungszustandes stehender Luftwellen in 
beliebig geformten Röhren erhalten kann. Die angegebene 
Methode dürfte sich namentlich in ihrer Modifikation mit 
Telephon und Vibrationsgalvanometer für die Demonstration 
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(z. B. Orgelpfeife) besonders eignen. Daß sie aber auch für 
ein genaueres Studium von Wert sein kann, dafür sollte die 
mathematische Behandlung der Schwingungen in Flöten ein 
Beispiel sein. 


Zum Schlusse gestatte ich mir, auch an dieser Stelle 
meinen hochverehrten Lehrern, Herrn Professor Dr. Richard 
Wachsmuth in Frankfurt, der die Anregung zu dieser Arbeit 
gegeben hat und mir stets mit Rat und Tat zur Seite stand, 
und insbesondere Herrn Professor Dr. Walter König in 
Gießen, der die Fortführung und Vollendung der Unter- 
suchung geleitet hat, meinen aufrichtigsten Dank auszu- 
sprechen. 


(Eingegangen 16. September 1915.) 
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6. Über das Elementarquantum der Elektrizität 
und den photoelektrischen Effekt; 
von Edgar Meyer und Walther Gerlach. 


(Antwort auf die gleichnamige Abhandlung von 
Hrn. Konstantinowsky.) 


In seiner Arbeit!), deren Titel gleichlautend mit dem 
obigen ist, macht Hr. Konstantinowsky zu unseren 
Arbeiten?) über den photoelektrischen Effekt an Metallteilen 
ultramikroskopischer Größenordnung einige Bemerkungen, die 
wir nicht unwidersprochen lassen dürfen. Wir können dabei 
die Bemerkung nicht unterdrücken, daß nach unserer Meinung 
eine der Veröffentlichung des Hrn. Konstantinowsky vor- 
hergehende Aussprache diese Abhandlungen überflüssig ge- 
macht hätte, da die Ausführungen von Hrn. Konstantinowsky 
auf Mißverständnissen beruhen. 

1. Vor allen Dingen müssen wir betonen, daß wir in 
unseren Arbeiten, die sich auf den photoelektrischen Effekt 
beziehen, niemals eine exakte absolute Messung des elektrischen 
Elementarquantums gemacht haben oder zu machen ve’sucht 
haben, wie es Hr. Konstantinowsky uns zuschreibt. Im 
Gegenteil, wir haben deutlich hervorgehoben, daß bei unseren 
Ausführungen immer der Millikansche Wert des Elementar- 
quantums von angenähert 4,8.10-1° elst. Einh. als gegeben 
vorausgesetzt wird. Es entfallen damit sämtliche Bemerkungen 
des Hrn. Konstantinowsky, die gegen unsere Versuchs- 
anordnung und Meßmethode als ungeeignet zur Absolut- 
messung von e gerichtet sind. Was wir gelegentlich unserer 
photoelektrischen Messungen. diese waren die Hauptsache und 
nicht das Elementarquantum, gefunden haben, ist folgendes 


1) D. Konstantinowsky, Ann. d. Phys. (4) 48. p. 57. 1915. 

2) Edgar Meyer u. W. Gerlach, Ann. d. Phys. (4) 45. p. 177. 
1914; 47. p. 227. 1915; Elster-Geitel-Festschrift, p. 196. F. Vieweg 
& Sohn, Braunschweig, 1915. 
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(wörtlich zitiert aus der ersten Annalenarbeit, p. 190 und 191 
oben): 

„Bei den vorliegenden Versuchen wurden die Ladungs- 
änderungen der Teilchen, wie beschrieben, immer durch den- 
selben Prozeß, den photoelektrischen Effekt hervorgerufen. Da- 
bei hat sich als Resultat ergeben, daß die kleinsten Ladungs- 
änderungen bei ein- und demselben Teilchen immer gut kon- 
stant sind, wie Tabb. 4, 5 und 6 zeigen, daß dagegen diese 
kleinsten Ladungsänderungen für verschiedene Teilchen stark 
variieren (Tabb. 3—6). So z. B. verhalten sich diese kleinsten 
Ladungsänderungen bei Teilchen Nr. 203 und 206 wie etwa 
1: 0,6, während die Radien diese: beiden Partikel, nach Stokes 
berechnet, nicht wesentlich voneinander differieren, sie ver- 
halten sich wie 1,0:1,1. 

Nun ist aber doch wohl nicht anzunehmen, daß der photo- 
elektrische Effekt sich quantitativ anders verhält bei Partikeln, 
_ deren Radien nur so wenig voneinander verschieden sind. Viel- 
mehr scheint uns aus diesem Verhalten hervorzugehen, daß 
man es bei derartigen Messungen mit einer Fehlerquelle zu 
tun hat, die bei einem Teilchen konstant, aber von einem 
Teilchen zum anderen ihre Größe ändert, ein Schluß, zu dem 
auch A. Mayer!) gelangt ist. Wir müssen daher schließen, 
daß hier die Auffindung von Elektrizitätsmengen kleiner als das 
sogenannte Elementarquantum in der verwandten Methode be- 
gründet sein muß“ 


Als solche Fehlerquellen sprechen wir an: 1. Das Sto kessche 
Gesetz gilt für unsere Teilchen nicht. 2. Die Dichte der Teilchen 
könnte wesentlieh anders sein, als die Dichte des verwanaten 
Elektrodenmaterials. 

Was den ersten Punkt betrifft, so sind wir darauf genauer 
in der Elster-Geitel-Festschrift (l. e.) eingegangen (vgl. weiter 
unten). In Betreff des zweiten Punktes gibt für Cu Hr. Kon- 
stantinowsky diesen Einwurf zu, bestreitet ihn aber für die 
Edelmetalle und Hg, soweit die Teilchen im Flammbogen in 
reinen inerten Gasen dargestellt sind. Dieses können wir vor 
allem für Hg nicht zugeben, da doch bekannt ist, welche 
Mengen okkludierter Gase aus den Elektroden frei werden, 
zwischen denen ein elektrischer Flammbogen hergestellt wird. 


1) A. Mayer, Sitzungsber. d. Wiener Akad. 121. Abt. Ia. p. 1097. 1912. 
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Wenn auch dann der Flammbogen in einem reinen inerten 
Gase gezündet ist, so kann doch das Gas im Flammbogen 
selbst auBerordentlic: stark verunreinigt sein. Aus diesem 
Grunde haben wir gesagt (Ann. 45. p. 191), daß durch die 
Untersuchung von Ehrenhaft!) in einer Kohlensäureatmo- 
sphäre die zweite Fehlerquelle „nicht streng widerlegt“ ist. 

2. Was die Kritik der Methode der Schwebespannungen 
anbetrifft, so hat Hr. Konstantinowsky recht, wenn er die 
Eingrenzung durch einen zu kleinen und einen zu großen 
Wert für genauer hält, als die direkte Bestimmung des Halte- 
potentials. Bei Absolutmessungen sollte man sicherlich immer 
so vorgehen. Für unsere Messungen genügt aber die direkte 
Methode vollkommen. 

Das aus unseren Messungen in seinem $2 angeführte 
numerische Beispiel hat aber Hr. Konstantinowsky wohl 
nicht genügend diskutiert. Wir wollen mit Hrn. Konstanti- 
nowsky annehmen, das Verhältnis 4/5 = 0,80 stimme ge- 


nügend genau mit dem Verhältnis unserer experimentellen 
Schwebespannungen 4 = = = 0,790 überein. Aber, 
daß man nicht n,/n, = 4/5 annehmen darf, geht doch daraus 
hervor, daß zwischen den beiden Haltepotentialen 1167 und 
922 Volt noch 23mal Haltepotentiale nach Elektronenaustritt 
beobachtet wurden, also die Differenz der Elektronen, die sich 
auf dem Teilchen befinden, n, — n, mindestens 23 sein müßte. 
Berücksichtigt man dann nicht nur das Anfangs- und das 
Endpotential, sondern alle gemessenen Haltepotentiale, so 
ergibt sich sogar nz, — n, = 59. Es ist nach unserer Meinung 
nicht nur die genaue Bestimmung von V,/V, notwendig, sondern 
auch die oft wiederholte Bestimmung dieses Verhältnisses bei 
immer geänderten Ladungen des Teilchens. 

3. Was Hr. Konstantinowsky in bezug auf die 
Brownsche Bewegung sagt, läßt sich leicht erledigen. 

Hr. Konstantinowsky schreibt ($5): „Bei den Be- 
obachtungen von E. Meyer und W. Gerlach zeigt es sich, 


daß der als „Korrektur“ eingehende Fehler 2,22) voraussicht- 
lich 180mal so groß ist als das gesuchte Resultat. Auf der 


1) F. Ehrenhaft, Phys. Zeitschr. 12. p. 261. 1911. 
2) },? bedeutet eine durch die MeBfehler der Fallzeiten vorgetäuschte 
Brownsche Bewegung. 
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Grundlage von Resultaten aus Messungen, bei welchen der 
Experimentalfehler die gesuchte Größe mehr als 180 mal. über- 
wuchert, kann gar kein Schluß gezogen werden usw.“ 

Wir sagen (Ann. 45. p. 195): 

„Nun sind aber sicherlich die Schwankungen in t+) nicht 
auf die Brownsche Bewegung zurückzuführen, sondern auf 
die Ungenauigkeit der Zeitmessung, d. h. auf die persönlichen 
zufälligen Fehler bei der Betätigung des Tasters T,. Das ist 
dadurch zu beweisen, daß bei Partikel Nr. 579 keine Brownsche 
Bewegung zu beobachten war, wenn dasselbe schwebend ge- 
halten wurde.“ 

Daraus geht doch wohl vollkommen klar hervor, daß wir 
nichts über die Brownsche Bewegung unserer Teilchen aus- 
sagen können und wollen, weswegen wir sie natürlich auch 
gar nicht zu irgendeiner Berechnung verwendet haben. 

Was wir allein mit der Brownschen Bewegung gemacht 
haben, ist folgendes: Unter der Annahme e = 4,8-10-1° be- 
rechnen wir die Brownsche Bewegung des Partikels Nr. 579 
zu A = 2,91- 10-*em, finden sie also klemer als die durch 
die MeBfehler hervorgerufene scheinbare Brownsche Bewegung 
A, = 6,82-10-%em, d. h. ,,innerhalb unserer Beobachtungs- 
fehler‘ fallend. Der Schluß, der gezogen wird, ist der: 
Millikans e-Wert ergibt nicht etwa eine Brownsche Be- 
wegung, die größer ist als unsere Beobachtungsfehler, also ist 
e = 4,8- 10-10 elst. Einh. mit unseren Ergebnissen verträglich. 

Es ist uns ganz unerklärlich, wie Hr. Konstantinowsky 
uns in diesem Punkte so mißverstehen konnte. 

Auch weiter bei der Anmerkung 1) auf p. 71 hat Herr 
Konstantinowsky übersehen, daß die von uns verglichenen 
)-Werte beides berechnete Werte sind, es kann also dann doch 
nicht der eine „infolge des enormen Meßfehlers (in i) bei 
E. Meyer und W. Gerlach“ irgendwie beeinflußt sein. 


4. Die folgende Tabelle enthält in der 2. bis 4. Kolonne 
die von Hrn. Konstantinowsky angegebene Tab. 2, die 
sich auf unser Partikel Pt Nr. 579 bezieht. Es bedeutet 4 die 
Ordnungszahl, 6; = &;, — & die Differenz der Ladungen des 
Teilchens in m-g-Einheiten, p; die von uns angegebene Anzahl 
der Quanten in- 6;. Die hieraus folgende elementare 


1) t ist die Fallzeit des Teilchens. 
Aunalen der Physik. IV. Folge. 48. 46 
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Elektrizitätsmenge (gleichfalls in m-g-Einheiten) beträgt dann 
-% = 1,79-10-®, a bedeutet die Abweichungen der 
4 


einzelnen Ladungen vom p-fachen der mittleren elementaren 
Ladung in Prozenten dieser Ladung. 


10° Pi a | a’ 
1 6,95 4 int 4%, 
2 | 68 
3 | 8,58 
4 | 4230 | 2 | +16 7 | +2% 
5 | 195 | 1 | +7 
6 | 67 ff 
7 | 2034 | 1 | +12 
8 | 12 | 1 | -10 
9 | 1239 | 1 | -3 ai 
10 | 4175 | 2 | +1 } ae 9ER 
11 3400 | 2 | - 6 
12 | 519 | 3 | 5 
13 | 3,532 | 2 | -3 
is | 3677 | 2 | +1 
16 | 4203 | 2 | +16 | 
17} 2368 | 1 | +30 0 
ig | 6793 | 3 | +6 
19 | so | 5 | -2 
20 | 668 | 4 | -8 
21 | 2618 | 2 | —28 
2 4245 | 2 | +17 
3 | 543 | 3 | -0 | 
| j i 


Wegen der zum Teil groBen prozentischen Fehler (besonders 
bei = 9,17 und 21) schließt Hr. Konstantinowsky auf 
keineswegs gute Konstanz eines elementaren Quants. Hierbei 
hat aber Hr. Konstantinows ky übersehen, daß die einzelnen 
Fehler nicht unabhängig voneinander sind. Durch die Art der 
Messungen (vgl. Ann. 45. 1. c.) ist es gegeben, daß, wenn ein 
Wert zu groß ist, dafür wahrscheinlich der nächste zu klein 
wird. Faßt man daher, was man wegen der Abhängigkeit der 
Messungen voneinander zu tun berechtigt ist, die Messungen 
4= 3 und 4, 9 und 10, 16 und 17, 21 und 22 zusammen, so 
hat man bei den angegebenen p’ = 2p, die ganz bedeutend 
kleineren prozentischen Fehler a’. Nur bei i= 16 und 17 
scheint ein p falsch angenommen zu sein. Es muß bei der 
Zusammenfassung augenscheinlich p’ = 4 statt 8 heißen, dann 
ergibt sich hier a’ = --8 Proz. Aus den stehen gebliebenen a 
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und: den neuen a’ ergibt sich nun so gute Konstanz, wie es 
nach den Beobachtungsfehlern möglich ist. 

Die Überlegungen, die Hr. Konstantinowsky an 
seine Tabelle anschließt, stellen keineswegs eine neue Kritik 
dar. Ganz analoge Zahlen geben auch wir an, nur daß 
wir uns auf die Größen n, — n, beziehen, die proportional 
mit semen 6; sind, und die Konstanz von n, — n,/p prüfen. 
Das ist natürlich prinzipiell dasselbe. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig zu bemerken, daß die 
so erhaltenen kleineren Abweichungen a’ nicht etwa nur die 
rechnerische Folge der Zusammenfassung sind; dafür sind die 
p’ und p zu wenig verschieden voneinander. 

Es sei anschließend noch bemerkt, daß unser Ergebnis 
der atomistischen Struktur der Elektrizität beim Photoeffekt 
auch von anderer Seite bestätigt ist. So fand ebenfalls Joffé+), 
der für derartige Versuche etwas günstigere Bedingungen hatte 
wie wir, sehr gute Konstanz der beim photoelektrischen Effekte 
auftretenden Ladungseinheiten. Auch Ehrenhaft?) selber 
findet ein solches quantenhaftes Verhalten bei Ladungsände- 
rungen seiner Teilchen, die durch Umladen mit Radium her- 
vorgerufen sind. 

5. Hr. Konstantinowsky scheint auch unsere Arbeit 
in der Elster-Geitel-Festschrift (l. c.) mißverstanden zu haben. 
Wir schließen die Ungültigkeit des Stokesschen Gesetzes aus 
folgendem: Bestimmt man die Fallgeschwindigkeit in Luft 
von ein und demselben Pt-Teilchen bei verschiedenen Drucken, 
und berechnet man hieraus vermittelst aller bekannten Wider- 
standsgesetze der Stokes-Cunninghamschen Art die Radien 
der kugelförmig angenommenen Teilchen, so ergibt sich ein 
systematischer Gang der Radien mit dem Druck. Dieses Ver- 
halten dürfte unter keinen Umständen eintreten, falls die 
Widerstandsgesetze richtig wären. Im Gegensatze hierzu ergibt 
eine Größenbestimmung der Pi-Teilchen, die auf der An- 
nahme eines Elementarquantums von der ungefähren Größe 
4,8-10-10 elst. Einh. beruht, Konstanz der Radien, ist daher 
für uns vertrauenerweckender. Also nicht, wie Hr. Kon- 
stantinowsky meint, suchen wir die Ungültigkeit des Sto kes- 


1) A. Joffe, Sitzungsber. d. bayer. Akad. p. 19. 1913. 
2) F. Ehrenhaft, Verh. d. Deutsch. Phys. Gesellsch. 15. p. 1187. 
1913; Sitzungsber. d. Wiener Akad. 128. Abt. Ila. p. 53. 1914. 
46* 
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schen Gesetzes nachzuweisen ausgehend von der Annahme 
. eines Elementarquantums von 4,8 - 10-10 elst. Einh., sondern 
wir gelangen hierzu durch die aus den Widerstandsgesetzen 
sich ergebende Abhängigkeit der Partikelradien vom Druck 
des umgebenden Gases. Hiermit werden alle Einwendungen 
von Hrn. Konstantinowsky gegen unsere Schlußfolgerungen 
hinfällig. 

6. Zusammenfassung. Wir können in keinem Falle 
die Kritik des Hrn. Konstantinowsky an unseren photo- 
elektrischen Versuchen anerkennen, sondern bedauern lebhaft, 
daß die zum Teil groben Mißverständnisse zu einer öffentlichen 
Diskussion geführt haben. 


Tübingen und Festung Ulm, im September 1915. 


(Eingegangen 13. Oktober 1915.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 


i 


Annalen der Physik, IV. Folge, 48. Band. 


Fig. 1. 


G. Schweikert. 


Tafel XII. 


Fig. 2. 
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6. Schweikert. 


Tafel XIV. 


Fig. 2. 
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Fig. 2 (aufgenommen am 17. März 1913). 
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Fig. 4 (aufgenommen am 17. März 1913). 
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